Notations et définitions.

— IN désigne 'ensemble des entiers naturels, IN* désigne I'’ensemble des entiers naturels non
nuls.

— R désigne I'ensemble des nombres réels.

— Si n; et np sont deux entiers naturels, on note [71, n2] ’ensemble des entiers naturels compris
(au sens large) entre n, et n,.

— Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, on note E(X) cette espérance.
Probléme | Une équation de Bessel
On s’intéresse dans ce probléme a l'équation différentielle
2y +xy +x*y=0. 1)

Dans la partie 1, on détermine l'ensemble des solutions développables en série entiére au voisinage de
0. Dans la partie 2, on s'intéresse a U'existence d'un développement en série entiere pour l'inverse d'une
fonction elle-méme développable en série entiere. Dans la partie 3, on utilise ceci pour la recherche
des solutions de I'équation.

Partie 1 Série entiére dont la somme est solution de (1)

1. Que déduit-on du théoreme de Cauchy quant a la structure de I’ensemble des solutions de 1'équa-
tion (1) sur ]0, +ool?
2. Rappeler la définition du rayon de convergence d’'une série entiere.

On suppose qu'il existe une série entiére Y. . cxx* avec cy = 1, de rayon de convergence R non nul et
dont la fonction somme Jy est solution de (1) sur]— R, R|.

3. Montrer que pour tout k€ IN,ona:
C2k+1=0
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4. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z crxk.
k=0

5. Soient r > 0 et f une autre solution de (1) sur ]0, r[. Montrer que si (Jy, f) est liée dans 'espace
vectoriel des fonctions de classe C? sur ]0, [, alors f est bornée au voisinage de 0.
Partie 2 Inverse d'une série entiére non nulle en 0

S0it Y k=0 @ X* une série entiére de rayon de convergence Ry > 0 telle que ao = 1. Lobjectif de ce pa-
ragraphe est de montrer Uexistence et I'unicité d’'une série entiere Y 1o Brx* de rayon de convergence
Rg > 0 telle que pour tout x appartenant aux domaines de convergence des deux séries :

(L)

6. Montrer que si Y ;-0 Brx* est solution , alors la suite (8) kel satisfait aux relations suivantes :

Bo=1
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Soitr unréeltel que0 <r < R,.

7. Montrer qu'’il existe un réel M > 0 tel que pour tout k € IN :

lakl < —.
-k

8. Montrer que (2) admet une unique solution (8) ey €t que, pour tout k€ IN* :

M(M +1)k1
|Bk| <« ———
.

On pourra raisonner par récurrence.

9. Que peut-on dire du rayon de convergence Rg > 0 de la série entiere > Brxk?
k=0

Partie 3 Ensemble des solutions de (1)

10. Soit r > 0 tel que Jo ne s’annule pas sur l'intervalle 0, 7[. Soit A une fonction de classe C? sur
10, r[. Montrer que la fonction y : x — A(x)Jo(x) est solution de (1) sur ]0, [ si, et seulement si, la
fonction x :— x](z) (x)A'(x) est de dérivée nulle sur 10, r|[.

11. Montrer que ]g est somme d’'une série entiere dont on donnera le rayon de convergence. Que
vaut J5(0)?

12. En déduire l'existence d'une fonction 77 somme d'une série entiere de rayon de convergence
Ry >0 telle que :

x— n(x) + Jo(x) In(x)
soit solution de (1) sur un intervalle ]0, R;[.

13. En déduire I'ensemble des solutions de (1) sur ]0, R;[.

Probléme Il

Soit (Q,o,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discrete sur (O, <¢,P) a valeurs
dans [—1,1]. On considére dans ce probléeme une suite (X;) ;e\~ de variables aléatoires discrétes sur
(Q, </, P), mutuellement indépendantes et de méme loi que X. Pour tout n € IN*, on note

X1+ + X,
. .

Sn:

Le but de ce probléme est d’établir que si la variable aléatoire X est centrée (E(X) = 0) alors la suite
(Sn) =1 converge presque siirement vers la constante 0. Il s'agit d'un cas particulier de la loi forte des
grands nombres.

Une variable aléatoire discréte Y sur (Q, o/ ,P) est dite bornée lorsqu'il existe des réels a et b tels que
a<betY(Q)cla,bl.

1. Démontrer que toute variable aléatoire discréte bornée Y admet une espérance.
La variable aléatoire discréte X étant par définition bornée, elle admet une espérance. Dans toute la
suite du probleme, on suppose que X est centrée, c'est a dire que E(X) = 0.

2. Enoncer et démontrer I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire discréte Y sur (Q, </, P)
(une démonstration ne traitant que le cas des variables aléatoires finies sera cependant valorisée).



3. En déduire que, pour tout @ >0:

E(1X])
P(X|za) < pa

4. Montrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € IN*, on a

(E(e™))"

tnS tne
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Majoration de E (e'X).
5. Soit a > 1. On considere la fonction g, définie par

1-x _ 1+x
—Za 'y —a-a".

VxeR, galx) =

Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction g/, est décroissante sur R. En dé-
duire, en remarquant que g,(—1) = g,(1) =0, que, pour tout x € [-1,1], g,(x) = 0.

6. En déduire que

o 1-x _, 1+x ,
V>0, Vxe[-1,1], e sTe +Te.

7. En déduire que

Vt>0, E(e”®) <cht
8. Montrer que

VkelN, VteR,
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En déduire que

Vi>0, E(e'X) <e’ 2,

Majoration de P(|S,,| = ¢).

Dans ce paragraphe, on considere un entier n € IN* et un réel € > 0.

9. Montrer que la fonction ¢ € R — e~ e+nt*/2

atteint un minimum en un point que 'on précisera.
P —ne? .
10. En déduire que P(S,, = €) < e” "¢ /2, puis que

P(1S,|=¢) <2e 2,

Conclusion.

11. Montrer que, pour tout réel € > 0, la série de terme général P(|S,| > €) converge.
12. On fixe un réel € > 0. On note, pour tout n € IN* :

Bue)= | lweQ; ISnw)| > ¢l

m=n



Montrer que, pour tout z € IN* et tout € > 0, B, (¢€) est un événement et que P ( ﬂ B, (8)) =0.
nelN*

13. Pour tout k€ IN*, posons

1
Qk:{weQ; AneIN*, Vm = n, ISm(w)IsE}.

Montrer que, pour tout k € IN*, Q. est un événement. Ecrire I'ensemble
A:{wEQ; lim sn(w):o}
n—oo
al’aide des événements Qy, k € IN*. En déduire que A est un événement.

14. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.



