TD 14 : Séries de fonctions

Propriétés de la fonction somme

Exercice 1. On note f la somme de la série de fonctions Z fn avec:
n=1

(=D"
nx

Vnzl, f: x—

(a) Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est continue sur D.
(b) Déterminer la limite de f en +oo.

Exercice 2. On note f la somme de la série de fonctions Z fn avec:
n=1

1 X
Vn=1, f,: x— (—1)"—arctan —
In N N
(a) Démontrer que f est définie sur R.
(b) Démontrer que f est de classe C! sur R.

Exercice 3 (D'apres oral Mines Télécom, PSI, 2019). On définit pour n=1:

f arctan(nx)
X —
n nz
(a) Démontrer que la somme f de la série de fonctions Z fn est définie et de classe C?sur R**.
(b) Déterminer la limite de f en +co.
Réponse. Pour tout n = 1, f, estde classe C* sur R et :

arctan(nx) 1 1
Vx>0, fr(x)= Dz - n—»+oo(ﬁ) et Z P converge

1

1
—— = 0 [(— etE — converge
n(l+ n?x?) n~+00(n3) n3 g

i) =

Les séries Y. f, et Y. f,, convergent donc simplement sur R**.On a:

Vx>0, fl(x)= —2nx
PR (1 + n2x?)?

Soienta,be Ravecb>a>0,ona:
2nx 2nb

Vn=1,Vxelab), |f) (x)|= (indép. de x)

< <
(1+n2x?)?  (1+n?a®? nda*
etdonc:

2b 1
1 £ | co a0 < B & > —3 converge

a*
On en déduit que Y. f} converge normalement sur [a, b]. D’apres le théoreme de classe C?, f est de
classe C? sur [a, b]. Ceci est vrai quel que soit [a, b] « R**, 1a fonction f est de classe C?sur R**. On
a:

—arctan(nx) < L (ll’ldép de x)

vxeR™, Vn=1, x| = <
[ fn 0] n? 2n?

http://alexandre.boisseau.free.fr/Prive/WWW/MathsPCet/td_seriesfonc.pdf


http://alexandre.boisseau.free.fr/Prive/WWW/MathsPCet/td_seriesfonc.pdf

donc:
T 1
| Fll o e < oz o > —3 converge
On en déduit que Y. f, converge normalement sur R**. Par ailleurs :

Vn=1, fn(x) e 2n2

D’apreés le théoreme de la double limite :
too o 71.3

252 1

n=1

fx)

n—-+oo

Exercice 4 (D'apres oral CCP, PC, 2019). On définit pour n=1:

Démontrer que la somme u de la série de fonctions ) _ u, est définie et de classe C*° sur R**.
n=1

. . T sin(2x)
Exercice 5 (Oral ENS). Montrer que la fonction f: x— Z _—

n=1 2"
Réponse. On note que la série est normalement convergente sur R. On a f(0) = 0. On va démontrer

que f n’est pas dérivable en 0 en démontrant que le taux d’accroissement

n'est pas dérivable en 0.

fx) - f(0) =f(x)

x—0 X

ne tend pas vers une limite finie lorsque x — 0. Posons xy = 7/2V*1

N n
Flon) = Z sm(2 XN)

Or:

2y = <
2N+1—n 2

1

sin(2"xpy) = 2" x x 2.
3 n
sin(2" xp) g i

=

on 2N

N
fxn) = oN
fow) N 2N

— X
XN 2N T N—+oo

+00

alors que xy 0. Ceci montre que f n’est pas dérivable en 0.

—+00



Echange série intégrale

/2
Exercice 6. Pour n€ N, on pose a, = f cos” tdt et on définit :
0

+00
f =) apx"
n=0

Montrer que f est définie au moins sur ]—1,1[ et calculer sa somme.
Réponse. On posera I =]-1,1][. Pour tout n € IN, on a par croissance de I'intégrale :

/2 T
Osansf 1dt=—
0 2

donc la suite (ay) est clairement bornée. Ainsi, pour x€ I :

janx"|= 0_(1x1")

n—+oo

La série géométrique Y. |x|” converge donc, par comparaison de séries a termes positifs, la série
Y a,x" converge absolument donc converge. On en déduit que f(x) est bien définie pour x € I; la
fonction f est donc définie au moins sur I. On fixe x € I et on considere pour n € IN la fonction :

gn:t— x"cos"t

de sorte que :

/2

+00
f=> gn(ndr
n=0J0

On veut donc réaliser I'échange de la série et de I'intégrale. Notons qu'’ici la variable considérée est ¢
(variable d’'intégration), on peut considérer que |'on travaille avec un x € I fixé. Les fonctions g, sont
continues sur [0,7/2] et :

vnelN, Ve [o,g], lgn ()] <IxI"

La série géométrique Y |x|" converge donc la série de fonctions },,> g, converge normalement sur
[0,77/2]. On applique le théoreme d’échange série intégrale sur le segment [0, 7/2] avec convergence
uniforme :

+oo /2 /2 (400 /2 1
f(x)ZZ gn(t)dtzf (Z x”cos”t) dt:f
n=0J0 0 0

=0 1-xcost

Il ne reste plus qu’a calculer 'intégrale. On réalise le changement de variable u = tan(¢/2) de classe
C! surl'intervalle [0,7/2],0n a :

du 1( z(t)) 1 2
—=—[1+tan” |- || = -1+ u")
2 2 2

etdeplus:

1-u?
1+u?

12 1 2 (! du 2 1+x 1+x
fx)= 5° —du= 1% = arctan\/ ——
o 1+u 1-x17% 1+xJo u + 10 1+xV 1-x 1-x

(apres calculs).

cost =

donc:




Exercice 7. Soient Y, a, une série absolument convergente et :

+00 3
f(x) — Z anelnx
n=0

27 .
Démontrer que f est définie et continue sur R et calculer, pour p € IN, fx)e P dx.
0

Limites et équivalents aux bornes

+00
. . 1
Exercice 8 (D'aprés oral CCP, PSI, 2005). Soit f: x — E 5=
i n+ncx

(a) Montrer que [ est définie sur R**.
(b) Justifier que f admet une limite finie en +oco et une limite en 0.
(c) Trouver des équivalents simples de f en +oco et en 0.

(=n"
vV1+ nx

(a) Montrer que la série de fonctions converge simplement sur ]0, +oo[. On note f sa somme.
(b) Déterminer la limite de f en +oo.

Exercice 9. On considere pour n € IN* la fonction f;, : x —

+00 (_ l)n
(c) Déterminer un équivalent de f en +oo en faisant intervenir la constante C = Z .
s BRVAT)
+00 1
Exercice 10. Soit f:x— _
/ ,;2 n*In(n)

(a) Démontrer que f est définie au moins sur ]1, +oo].
(b) Déterminer un équivalent de f en +oo.
Réponse. Pour x> 1:

1 ( 1 ) tZ 1
—= 0 |[—] e — converge
n*ln(n) n—+oo\n* n* &

Par comparaison de séries a termes positifs, la série de fonctions converge simplement sur |1, +oo[
donc f est définie (au moins) sur]1,4+o0[.Ona:

too 1
0= 5@+ &, 7m0
1 +00 2x
2= In(2) i nZ:“g n*In(n)
=gn(x)
Soita>1.0na:
X a
VYn=2, Vxe€la,+oo|, |gn(x)| = 00 < 2000 (indép. de x)
On a alors:
24 1 1
18l o fa, 001 < o - 0 (ﬁ) ety —g converge

La série de fonctions )_ g, converge donc normalement sur [a, +oo[. On a de plus :

X

Vn=3, = ———0
" 8n(¥) n*ln(n) x—+oo



donc d’apres le théoreme de la double limite :

1
x —
2 f(x) x—+o00 In2

fx)

x—t00 21N 2

Exercice 11 (D'aprés oral Mines-Ponts, PC, 2018). Pour n€ IN* et x € [0, +oo[, on pose

fn(x)=;
(x+n)vn

(1) Montrer que la série de fonctions Y f;; converge simplement sur [0, +oo].
(2) Montrer que f tend vers +oo en +oo. On pourra pour cela prouver la minoration

L |
VnelN* Vxen,+oof, fx) =Y —
d ICX:“IZ\/%

(3) Montrer que f(x)/x tend vers 0 quand x tend vers +co.
Réponse.
(1) Soit x€[0,+oco[,ona:

X 1
0<falx)= B2 ,,_,OJroo(ns/z)

La série numérique Y. n~%'2 converge donc par comparaison de séries a termes positifs, la série

Y fu(x) converge. Par conséquent, la série de fonctions }_ f;,, converge simplement sur [0, +ool.
(2) Comme f estla somme d'une série a termes positifs :
+00 X

n n 1
VnelN*, Vx>0, f(x) = > =
kgl (x+k)Vk k; (x+k)Vk k; (1+’;§)\/E

X

On considére x = n. Danslasommeona k< ndonc k< x et ])—i <let:

—_— =2
k
1+ X
donc:
i 1
VnelN*, Vx=n, f)= ) ——
—12Vk
ou mieux :
v ) f( " 1 Lx] 1
x>1, f) ==Y —
2o Vk
La série a termes positifs }_ \/LE diverge donc:
L |
Y — +00
=1 Jo n—+oo
Ainsi, par composition des limites :
lx]

et donc, par minoration, f(x) +00.

X—+00



(3) On pose pour x>0:

3 f(x) 3 +00 1
§(x) = - ,;1 (x+n)vn

On va démontrer que g(x) — 0. On propose pour cela trois méthodes.
X—+00
Méthode 1 : avec le théoreme du cours. On a:

1 1
Vn=1, Vxel0,+oo],
nvn
terme général d'une série convergente. Ensuite :
Vnz=1l !
nz=z y
(x+n)y/n n—+oo
On en déduit que g(x) P 0.

Méthode 2 : avec un encadrement par intégrales (on le rédige ci-dessous de maniére assez
succincte). En fait on va uniquement utiliser la majoration par une intégrale. Soit x > 0 fixé, on
considere la fonction :

1
(x+ 0DVt

On montre facilement que h est continue, positive et décroissante sur ]0, +oo[. On a alors :

1 n
Vn=2 h(n)=——< h(t)dt
n= (1) (x+ n)\/ﬁ<fn-1 (0

En ajoutant ces inégalités on obtient :

h:t—

+00 1 +00 1
2

—— < ——dt
s x+myvn 1 x+ Ve

Ceci est bien 1égitime car I'intégrale utilisée est convergente par comparaison avec une intégrale
de Riemann. On a donc:

(x)——1 fm _ dt
x+1 1 (x+ 0Vt

Comme g(x)=0:

1 +oo 1
0< (x)s—+f ——dt
§ x+1 1 (x+ DVt

(cette majoration suffira donc a obtenir la limite). Dans I'intégrale convergente, on réalise le
changement de variable u = v/ de classe C! et bijectif :

fmo;dt:Zeroo du [ arctani +<>o=i(z—arctani)—>0
1 (x+0VE 1oxri2 |Vx vl o Vxl2 VX) x—+oo
Par encadrement, g(x) s 0.
Méthode 3 : en revenant a la définition de limite. On consideére un réel € > 0. Pour un entier
N=z=lona:
N +00 1

xX)=) ——+ —
by n;l (x+ n)\/ﬁ I’l:%+1 (x+ n)\/ﬁ



Ces quantités (g(x) ainsi que les deux sommes sont positives). On a :
+00 +00
N LI
nenel (X+mVn SN ¥

Notons Ry ce majorant, c’est le reste d'une série convergente donc il existe un entier N tel que :
O0<Rys<ce¢

Cet entier N étant choisi,on a:

N 1

)3

= (x+n)y/n x—+oo

car c’est une somme finie de N termes qui tendent vers 0. Par définition, il existe xy > 0 tel que :

N
1
VX € [xp,+oo[, 0< 0 <€
0 =1 (x+n)y/n x—+oo

En résumé, on a démontré que :

Ve>0, dxy >0, Vx € [xg,+ool, 0 < g(x) <2¢

Ceci signifie que g(x) 0 (on pouvait considérer /2 dans les deux majorations pour

X—+00
obtenir ¢ ala fin).

Exercice 12 (D'apres oral Polytechnique). On note

n

Up(x) =

+00
e fm:n; Un(X)

Etudier le domaine de définition de f. Donner un équivalentde fen1~.
Réponse. Pour x = +1, les fonctions 1, ne sont pas toutes définies. Pour |x| > 1, on a |x"|
et:

+00
n—+oo

n

tn(x) = 1-—x" - X "—1 n—+oo -1

La série }_ ;1 un(x) est alors grossierement divergente. Pour |x| < 1, on a | x"| —= Oet:
n—+oo

lupy ()~ x|
n o0

—+

qui est le terme général d'une série géométrique convergente puisque |x| < 1. Par comparaison de
séries a termes positifs, la série ), u,(x) est absolument convergente. On en déduit que la série de
fonctions Y5 u, converge simplement sur ]-1, 1[ et la fonction f est définie sur ]-1,1[.

Soit x €0, 1[ fixé. On définit la fonction g :

xt

=zl
§ 1-xt

Pour ¢/ > t>1, x' < x!, donc 1 —x’ <1—x" ce qui montre que g est décroissante. Elle est de plus
positive et continue sur [1, +oo[ donc:

n+1 xt n xt
f dr < un(x):g(n)sf dr
n l—xt n—1 l—xt




Linégalité de gauche est vraie pour tout 7 = 1 et celle de droite pour n = 2. En faisant la somme :

+00 xt x +00 xt
f dtsf(x)<—+f — _dt
1 1-xt 1-x J1 1-xt

Avec le changement de variable u = x!, de classe C! et bijectif sur [1, +oo] :

f+°° x! 1 f" du In(1-x)
dt=—— =
1 1-xt InxJo 1-u Inx

et ainsi :
In(1-x) X In(1-x)
< = T
Inx f& 1—x+ Inx
Posonst=1-—x:
In(1-x) B Int Int

~ —_—

Inx In(Q-p0 ¢
x 1-t (lnt)

=0
1-x t t—0\ ¢
Ainsi :
In(1-x)
x ~ —_—
S )x—>l* 1

Calculs de sommes

Exercice 13 (D'apres oral CCP, PSI, 2019). On note f la somme de la série de fonctions ) _ f;, avec:

n=1

(=1)"e="*

Vn=1, X —
In .

(a) Démontrer que f est définie et de classe Clsur R**.
(b) Déterminer I'expression de f’(x) pour tout x > 0 ainsi que la limite de f(x) lorsque x — +oo.
(c) En déduire 'expression de f(x) pour tout x > 0.

00 (_])ng=nx

E ice 14. Soit = _
xercice oit f(x) nX::() P

(a) Démontrer que f est continue sur [0, +oof et de classe C! sur ]0, +ool.
(b) Déterminer la limite de f en +oo.
(c) ATl'aide d’'une équation différentielle, calculer f.



TD 14 : Séries de fonctions

Indications

Ex 1. (a) et (b) Méthodes du cours. Pour a > 0, montrer qu’il y a convergence uniforme sur [a, +ool.

Ex 2. (a) Utiliser le D1.3(0) de arctan pour la convergence de la série. (b) Méthode du cours, établir la
convergence uniforme sur R.

Ex 3. (a) Méthode du cours avec convergence normale sur un segment [a, b] < R**. (b) Théoreme de
la double limite avec une convergence normale adéquate.

Ex 4. Méthode du cours. Conjecturer une expression de u%k). Pour a > 0, établir la convergence
normale sur [a, +ool.

Ex 5. Utiliser des taux d’accroissement bien choisis.

Ex 6. Démontrer que 0 < a, < n/2. Justifier que pour tout x € ]-1,1[, la série }_ a, x" converge. Pour
x €]-1,1[ fixé, démontrer que I'on peut réaliser I'échange de la série et de I'intégrale (de la variable 7).
Pour calculer I'intégrale obtenue a la fin, on pourra réaliser le changement de variable u = tan(z/2).

Ex 7. Continuité : théoreme du cours avec convergence normale sur R. Calcul de I'intégrale : théo-
reme d’échange, avec convergence normale sur R.

Ex 8. (a) Méthode du cours. (b) Utiliser la monotonie de f. (c) Equivalent en +oo : deviner de quel
équivalent il s’agit puis le justifier. Equivalent en 0 : utiliser un encadrement par intégrales.

Ex 9. (a) Théoreme des séries alternées. (b) Théoréme des séries alternées également. (c) Deviner
quel est I’équivalent puis le justifier.

Ex 10. (a) Comparaison. (b) Déterminer limy_.-,2* f(x) avec le théoréme de la double limite et
convergence normale sur [2, +o0].

Ex 11. (a) Méthode usuelle. (b) Etablir la majoration demandée puis justifier rigoureusement que
fx) +00. (c) Appliquer le théoréme du cours. Etablir la convergence normale sur [0, +oo].

X—+00

Ex 12. Utiliser un encadrement par des intégrales. Pour évaluer les intégrales obtenues a la fin, on
pourra utiliser le changement de variable u = x".

Ex 13. (a) Méthodes du cours. (b) Expression de f’: somme d’une série géométrique. Limite : montrer
que pour a > 0, il y a convergence normale sur [a, +co[. (c) Reconnaitre une dérivée.

Ex 14. (a) Théoreme des séries alternées pour la convergence uniforme de Y’ f;; sur [0, +oo[. Conver-
gence normale pour ). f,; sur [a, +oo[, a > 0. (b) Théoreme du cours, utiliser la convergence uniforme.
(c) Simplifier 2 f'(x) — f(x) puis résoudre I'équation différentielle obtenue (méthodes du cours de
premiere année).



