TD 11 : Espaces vectoriels normés

Exemples de normes et de propriétés associées
Exercice 1. On pose E=C[X] etpour PEE:

Neo(P)=suplai| enposant P= ) apX*
keIN keIN

1
Ny(P) =f0 P(1)] dt

(a) Démontrer que N; et Ny, sont deux normes sur E.
(b) Calculer N7 (X™) et Noo(X™).
(c) Lesnormes N; et Ny, sont-elles équivalentes?

Exercice 2. Onpose E=R[X] etpour PE E :

No(P) = sup |P(x)|
x€[0,1]

1 1/2
N>(P) = (f P(t)zdt)
0

(a) Démontrer que N, et Ny, sont deux normes sur E.
(b) Calculer N> (X™) et Noo(X™).
(c) Les normes N, et N, sont-elles équivalentes?

Exercice 3. On considére I'application :

N: ,,K) — R
A=(6ll'j) — max|a,~j|

1<i<n
1<js<n

(a) Démontrer que N est une norme sur .4, (IK).
(b) Déterminer unréel C = 0 tel que, quels que soient A, B € 4, (K), N(AB) < CN(A)N(B).

Exercice 4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme notée || || et 28 une
base de E notée & = (ey, ..., e,). On définit 'application :

N: Z(E) - R
f — N fledll+---+1f(enl

Démontrer que N est une norme sur £ (E).

Exercice 5. On considére une suite (#,) ,eiv. On pose E=R[X] etpour P€E E:

NP)= Y lurail ennotant P= ) apX*
keIN kelN

Déterminer une condition nécessaire et suffisante, portant sur la suite (1), pour que N soit une
norme sur E.
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Quelques problémes relatifs aux espaces vectoriels normés

Probleme 6 (La norme 1 nest pas associée a un produit scalaire).
(1) Onsuppose que E est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté ¢, ) et on note || |
la norme associée. Démontrer que :

Vu,veE, lu+vl*+lu-vll*=2ull®+2|vl?
(2) On considere 'application || ||; définie sur R? en posant :
V) € R o plly =1xl+ |
Démontrer que cette norme n’est pas associée a un produit scalaire.

Probléme 7 (Suite matricielle). Soient (A,) une suite de matrices de .#,(R) et A, B € .4,(IR). On
considere les propositions :

(P1) VneNN, A, eGL,(R); (P2) Ay A; (P3) A;l — B; (Py) AeGLy(R)

n—-+oo

(1) Lorsque les conditions (Py), (P2), (P3) sont satisfaites, étudier la suite (A x A;l).
(2) Démontrer que si (Py), (P2), (P3) sont vraies, alors (P4) est vraie et A1 =B.

(3) Déterminer le comportement de la suite (2_”Ip).

(4) Les conditions (P;) et (P,) impliquent-elles (Py)?

Probléme 8 (Introduction a la convergence uniforme). On note E 1'espace vectoriel des fonctions
définies sur R, a valeurs dans R et bornées. Pour f € E, on note :

1 lloo = sup |2
xeR

(_l)n 3 n
m et Sn(X) = kX:‘bfk(JC)
(1) Démontrer que || [l €st une norme sur E.

(2) Démontrer que pour tout x € R, 1a série Z [fn(x) converge.
n=0

Pour ne€ N et x € R, on définit f,(x) =

+00
Pour x € R, on note alors S(x) = Z fa(x)= lim S,(x).
n=0 n—+oo

1
(3) Démontrer que:VxeR,VneNN, |S(x) - Sp(x)| < Pyt
(4) En déduire que [|S - S lloo 0.

n—-+oo

Probléme 9 (Suite de polynomes de degrés majorés). On considere n € IN*, des réels a et b avec a < b
et ayp,..., a, des réels deux a deux distincts appartenant au segment [a, b] et (Ly, ..., L,) la famille des
polyndémes d’interpolation de Lagrange associés aux réels ay,...,a,. Pour Pe R,[X] et f:[a,b] — R
une fonction continue, on pose :

n
N(P) =Y |Pa)l et |f|.= sup |f(x)]
i=0

x€la,b)

Soient f: [a, b] — R une fonction et (Pj) est une suite de polyndmes de R, [ X]. On suppose que :

Vx € [a,b], Pr(x) fx)

k—+o00

(1) Démontrer que N est une norme sur R, [X].

n
(2) Onpose P = Z f(a;)L;. Pour i € [0, n], calculer P(a;).

i=0
(3) Démontrer que N (P — P) 0.
(4) En déduire que || Py — Plloo 0.
—+00
(5) Démontrer que: Vx € [a,b], f(x) = P(x).

k—+o00
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Indications

Ex 1. Méthodes usuelles vues en classe.
Ex 2. Méthodes usuelles vues en classe.

Ex 3. (a) Méthode usuelle. (b) Poser A, B € .4, () et considérer les coefficients du produit M = AB
pour majorer N(M).

Ex 4. Que peut-on dire d'une application linéaire f définie sur E telle que pour & = (ey, ..., e,) une
basede Eona f(e;) =---= f(ey) =02

Ex 5. Montrer que, sans condition, N est bien définie, a valeurs dans R, homogene et vérifie 'inéga-
lité triangulaire. Déterminer quelle condition imposer sur la suite (u,) pour que I'on ait 'implication
N(P)=0==P=0.

Pb 6. (1) Calculer les normes en revenant a la définition avec le produit scalaire, simplifier. (2) Prendre
u=(1,0) et v =(0,1) dans R?. Calculer 2| ull;* + 2| v[1? et |u+ v ? + u—vii2.

Pb 7. (1) Produit de suites convergentes. (2) Unicité de la limite. (3) Calcul direct. (4) Regarder sila
suite (A,) avec A, = 27"1, vérifier (P1), (P2) et (Py).

Pb 8. (1) Méthode usuelle. (2) Théoréme des séries alternées. (3) Majoration du reste. (4) Majorrer
IS — S, lleo €St conclure.

Pb 9. (1) Méthode usuelle. (2) Cours sur I'interpolation. (3) Utiliser le fait que N(Py — P) est la somme
des |Px(a;)— f(a;)| est’hypothése sur Py et f. (4) Considérer la suite (Pi) dans R, [X] avec les normes
N et | lloo qui sont équivalentes. (5) Démontrer que Py (x) P(x).

k—+o00



