TD 23 : Calcul différentiel

Classe C!

Exercice 1. Etudier siles fonctions f et g suivantes sont de classe C! sur R? :

xzy ¥ y3
fly) = 4 si(x,y) # (0,0) g8x,y) = x2—+y si (x,y) # (0,0)
0 sinon 0 sinon

Réponse. Les fonctions f et g sont de classe C! sur R2\ {(0,0)} comme quotients de fonctions de
classe C! dont le dénominateur ne s’annule pas sur R?\ {(0,0)}.
Ftude de f. On a facilement pour (x, y) # (0,0) :

Puis ensuite :

f(x,0)—f(0,0) _
X T x—0
£,y - f0,0)
y - x—0

donc f admet des dérivées partielles en (0,0) et :

Of 00122 00 =
5 00 =5,00=0

On note ensuite que :

of xt of
_(x’o):_4:1 _,_(0)0)
oy X x—0 0y
Ainsi, df /0y n'est pas continue en (0,0) donc f n'est pas de classe C! sur R?,
Ftude de g. Pour (x, y) # (0,0) on obtient aprés simplifications :

x@2x3+3xy> +y3)

g
Ax (x,y) =

et par symétrie sur 'expression de g(x, y) :

ol 2y +3yx? +x3)
_g(x,y):_y y +3y !
oy VA2 +y?
Ensuite :
gx,0-g0,0 2 ¥ 0
x a2 x] x=0
80,)-g0,0 -y ) 0
y NRVAL |yl y—0
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Par conséquent, g admet des dérivées partielles en (0,0) et :
og g
—(0,0) =—=—(0,0)=0
ax( ) ay( )
Considérons la fonction 0g/0x :

g—g: R? - R
. x2x3+3xy°+y

3)

(x,y) #(0,0) -

Cette fonction est continue sur R? \ {(0,0)} et il reste a étudier sa continuité en (0,0). On consi-
dere (x,y) # (0,0) et on utilise les coordonnées polaires (r,0) telle que x = rcosf, y = rsinf et

r=+/x%+y2>0.0naalors:

og og |rcos@(2r3 cos® 0 +3r3 cosHsin?6 + risin3 6)|
a(x,y)—a(0,0) =

r3

=r |cos9(2cos36 +3cosfsin®0 + sin® 9)|
<rlcosf|(2 |Cos30| +3 |cosHsin26| + |sin30|)

<6r

Orr

0 donc par encadrement :
(x,)—(0,0)

og og

— (¥ = (0,0)

ox xy—0,0 0x

donc dg/dx est continue en (0,0), elle est donc continue sur R?. Par symétrie sur les expressions des
dérivées partielles, on obtiendrait de méme que dg/dy est continue sur R? et ainsi g est de classe C!

sur R2.

Exercice 2. On considere la fonction f définie sur R? en posant :

_ Xy . P
[,y = 2+ si(x,y)#(0,0) et f(x,y)=0sinon
Démontrer que f est de classe C! sur R?\ {(0,0)}. Démontrer que f admet des dérivées partielles par
rapport a x et y en (0,0). Démontrer que f n’est pas continue en (0, 0).

Réponse. La fonction f est de classe C! sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions de classe c!
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}. Puis :

fx0-10,0 _,
X - x—0

fON-fO0 _, .
y y=0

0

Ainsi, f admet des dérivées partielles par rapporta x et y en (0,0) et :

9 0.00= % 0,0) =
5500 = 5,0.0)=0

L'énoncé demande ensuite d’étudier la continuité de f en (0,0), on remarque que :

2

X
f(x,x)=ﬁ: —40

1
2 x—0



donc f n’est pas continue en (0,0). Remarque : ceci montre que |'existence des dérivées partielles en
tout point n’assure pas la continuité en tout point (contrairement au cas des fonctions d'une seule
variable ot il est bien connu que la dérivabilité en un point entraine la continuité en ce point). Notons
que f ne peut donc pas étre de classe C! sur R? (car d’apres le cours si f est de classe C! sur R? alors
elle est continue sur R?).

Exercice 3. Déterminer sila fonction f suivante est de classe C! sur R? :

fl,y= x3sin(\/ x? +y2) si (x,y) # (0,0)

0 si(x,y)=0

Recherche d'extrémums

Exercice 4 (Ecrit CCP, PC, 2020). On considére f:(xy)— X%+ y2 +4xyetD={(x,y) | x%+ y2 <1}
(a) Justifier que I'application f admet un maximum et un minimum sur D.
(b) En étudiant la fonction ¢ — f(cost,sin ), déterminer les extrémums de 'application f surla

(c)
(d)

frontiere de D.
Justifier que f est de classe C! et déterminer les points critiques de f dans l'intérieur de D.
En déduire que la maximum de f sur D est 3 et que le minimum de f sur D est —1.

Exercice 5. Déterminer les extrémums locaux de :

€)) f:(x,y)-—>x3+y3—9xy+1surIRZ.
(2) f:(x,y)-—>x2+x2y+y3 sur R2.
3) f:(x,y)-—>x4+y4+(x—y)2 sur]0,+oo[2.

Réponse. Dans chaque cas, on travaille sur un ouvert et la fonction f est de classe C? sur cet ouvert.
Correction succincte :

€Y)

)

3

On trouve deux points critiques (0,0) et (3,3). En (0,0) la matrice hessienne a un déterminant
strictement négatifs donc elle possede deux valeurs propres de signes contraires stricts donc il
n'y a pas d’extrémum local en (0,0). En (3, 3), la matrice hessienne a un déterminant strictement
positif donc elle possede deux valeurs propres de mémes signes strict donc il y a un extrémum
local en (3, 3).

On trouve un seul point critique (0,0). La matrice hessienne en ce point critique a un déter-
minant nul. Lun des valeurs propres est nulle et on ne peut donc pas conclure ainsi. On note
que £(0,0) =0 et £(0,y) = y> qui n’est pas de signe constant au voisinage de 0 donc f n'a pas
d’extrémum local en (0, 0).

Le seul point critique est (0,0) qui n’est pas dans I’ensemble considéré donc il n'y a pas d’extré-
mum local sur ]0, +oo[2.

Equations aux dérivées partielles

Exercice 6. Déterminer les fonctions f de classe C! sur U = R** x R solutions de I'équation aux
dérivées partielles

0 0
0y ~ox of o f
Faire de méme avec I’équation aux dérivées partielles (E») x— -y=

Réponse. Soit f: U — R de classe C!. On note V =R x]0, 7| e)f on (? nit :

x:(r,0) e V—rcos0
y:(r,0) e V— rsinf
f: (r,0) e V— f(rcos0,rsinf)



On pourra alors écrire :

r=1/x%+y?
p x X
= arccos — = arccos —————
r /x2 + y2

Les fonctions x et y sont de classe C! sur V, f est de classe C sur V. On trouve :

of of of

=cosf— +sinf—

or X ¥

of . of of  of of
— =—rsinf=—+ 0= =—-y——+x=—
30 rsin ox r cos 3y yax xdy

Alors :
. = . of
f estsolution de (E;) sur U <=> f estsolution de — =rcosf sur V
Les solutions f sont les fonctions :

f:(r,0)eV— rsin@+C(r)

avec C de classe C! sur R**. Les solutions f de (E) sont les fonctions :

f:x,yel~ \/x2+yzsin(arccos\/%)+C( X2+ y?)
X2+ y

Sur le méme principe :

~ 0 ~
f estsolution de (Ey) sur U <=> f estsolution de % =fsurV

On obtient une équation différentielle d’ordre 1 sur fpar rapport a la variable 6. Les solutions f sont
les fonctions :

f:(rn0)ev—cuel

avec C une fonction de classe C!' sur R**. Les solutions de (E») sont les fonctions :

fitp 0= (/i ) expnccon— |

X2+ y?



Exercice 7. On consideére 'ensemble U = ]0,+oo[ x R. Soit f : U — R de classe C!, on définit

fu,v) = f(x(u,v), y(u,v)) avec x(u,v) = uet y(u,v) = uv.

~ of of 0
(a) Démontrer que f est définie sur U, de classe C! sur U et exprimer % en fonction de é et %
(b) Déterminer les fonctions f de classe C! sur U qui sont solution de 1'équation aux dérivées
partielles :
of  of
E —+y=—=1
(E) xax yay
Réponse. Soit f: U — R de classse C!. On considere les applications :
x:(u,v)eU—u
y:(u,v)eU— uv
f:(uv)eU— f(u,uv)
On note que pour (#,v) € U, on a (u, uv) € U. On aura de plus :
u=x
v="2
x
Les applications x, y et fsont de classe C! sur U.Ona:
of of ox of oy _of  of
du 0x Ou 0y Ou 0x Oy
of _ of of of of
— =Uu— + — = Xx— 4+ y—
”au ”ax uvdy 0x yOy
On a ainsi:
. o of
f solution de (e) sur U <=> f solution sur U de ua— =1
u

Les solutions f sont les fonctions :

f:(wv)eU—In(uw)+C(v)

avec C une fonction de classe C! sur R. Les solutions de (E) sur U sont les fonctions :

f:(x,y)eU-—»ln(x)+C(£)






TD 23 : Calcul différentiel

Indications

Ex 1. Méthodes vues en classe.

Ex 2. Classe C! sur R?\ {(0,0)} et existence des dérivées partielles : méthodes vues en classe. Pour f
non continue en (0,0) : considérer f(x,x) lorsque x — 0.

Ex 3. Coordonnées polaires pour I’étude en (0, 0).

Ex 4. (a) Théoréme du cours de topologie. (b) La fonction ¢ — f(cost,sin ) est une fonction d'une
seule variable dont on peut faire I’étude. (c) (d) Méthodes vues en classe.

Ex 5. (1) Méthode du cours. (2) Méthode du cours puis montrer que f ne peut pas étre de signe
constant sur R2. (3) Méthode du cours.

Ex 6. Utiliser le changement de variable en coordonnées polaires.

Ex 7. (a) Formule de dérivation d'une composée. (b) Noter que f sera solution d'une équation aux
dérivées partielles plus simple.



