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TD 4 : Révisions (3) – Applications linéaires
Dans chacun des exercices suivants, on montrera que l’application f est linéaire (si cela n’est pas donné
dans l’énoncé) et on déterminera son noyau.

Exercice 1. f : R3 → R3x
y
z

 7→
 x + y + z

x − y + z
x +3y + z

 .

Exercice 2. f : R3 → Rx
y
z

 7→ x − y − z

Exercice 3. f ∈L (R3) telle que f

1
0
0

=
1

1
1

, f

0
1
0

=
2

2
2

 et f

0
0
1

=
−1
−1
−1

.

Exercice 4. f = g k = g ◦ g ◦ · · · ◦ g

k termes

avec k ∈N et g : R2 → R2(
x
y

)
7→

(
2x + y
x + y

)
.

Exercice 5. f = g −λ idR3 avec λ ∈R et g application canoniquement associée à M =
1 1 −1

0 1 −1
0 0 −1

.

Exercice 6. f : R3[X ] → R2[X ]
P 7→ P (X −α)−P (X −β)

avec α,β ∈R et α 6=β.

Réponse. Linéarité. Pour P,Q ∈R3[X ] et λ ∈R, avec les propriétés de calcul sur les polynômes :

f (λP +Q) = (λP +Q)(X −α)− (λP +Q)(X −β)

=λP (X −α)+Q(X −α)−λP (X +β)−Q(X −β)

=λ f (P )+ f (Q)

Ainsi, l’application f est linéaire.
Justifier que f est à valeurs dansR2[X ]. Soit P ∈R3[X ] noté P = aX 3 +bX 2 +c X +d . Par linéarité de
f :

f (P ) = a f (X 3)+b f (X 2)+ c f (X )+d f (1)

= a((X −α)3 − (X −β)3)+b((X −α)2 − (X −β)2)+ c((X −α)− (X −β)

= a(3X 2(β−α)+3X (α2 −β2)+β3 −α3)+b(2(β−α)X +α2 −β2)+ c(β−α)

Ceci montre que f (P ) ∈ Vect(1, X , X 2) =R2[X ]. L’application f est bien à valeurs dansR2[X ].
Noyau de f . Comme f (1) = 0 :

Im( f ) = Vect( f (1), f (X ), f (X 2), f (X 3))

= Vect( f (X ), f (X 2), f (X 3))

avec, d’après les calculs précédents :

f (X 3) = 3X 2(β−α)+3X (α2 −β2)+β3 −α3

f (X 2) = 2(β−α)X +α2 −β2

f (X ) =β−α
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Comme β−α 6= 0, la famille ( f (X ), f (X 2), f (X 3)) est échelonnée en degrés, elle est donc libre. Comme
elle est génératrice de Im( f ), c’est une base de Im( f ) et on a alors rg( f ) = dimIm( f ) = 3. Avec le
théorème du rang :

dimKer( f ) = dimR3[X ]− rg( f ) = 4−3 = 1

Par ailleurs, on a noté que f (1) = 0 donc 1 ∈ Ker( f ). Comme Ker( f ) est un sous-espace vectoriel, on
a Vect(1) ⊂ Ker( f ). On a dimVect(1) = 1 et dimKer( f ) = 1 donc par égalité des dimensions, Ker( f ) =
Vect(1).

Exercice 7. f : Rn[X ] → Rn[X ]
P 7→ X P ′−P

avec n ∈N, n Ê 2.

Exercice 8. f : Rn[X ] → Rn[X ]
P 7→ X P ′−nP

avec n ∈N, n Ê 2.

Exercice 9. f : R[X ] → R[X ]
P 7→ P ′

Exercice 10. f : Rn[X ] → R

P 7→ P (a)
avec n ∈N et a ∈R.

Exercice 11. f : M2(R) → M2(R)
M 7→ AM A

avec A =
(
1 1
2 2

)
.

Exercice 12. f : L (E) → L (E)
g 7→ s ◦ g ◦ s

avec s une symétrie de E .

Exercice 13. f : C1(R,R) → C(R,R)
u 7→ u′

Exercice 14. f : C1(R,R) → C(R,R)
u 7→ v

où v est la fonction v : x 7→ u′(x)+2u(x).

Exercice 15. f : RN → RN

u = (un)nÊ0 7→ v = (vn)nÊ0

avec pour tout n ∈N, vn = un+1 +un .


