Suites de fonctions

I. Modes de convergence

II. Propriétés de la limite d'une suite de fonctions



Les résultats a connaitre

Définition de la convergence simple pour une suite de fonctions.

Définition de la convergence uniforme pour une suite de fonctions.

 Laconvergence uniforme entraine la convergence simple (connaitre un contre-exemple
pour la réciproque).

Théoreme de continuité pour une suite de fonctions.

Théoreme d’échange limite intégrale avec convergence uniforme.

Théoréme de classe C! pour une suite de fonctions.

Quelques objectifs du chapitre

Connaitre les notions de convergence simple et convergence uniforme.

Avoir compris les liens entre ces deux notions.

Savoir établir qu'une suite de fonctions converge simplement.

Savoir établir qu'une suite de fonctions converge (ou ne converge pas) uniformément.

En pratique

» Comment établir la convergence simple ?

Pour établir la convergence simple sur un intervalle I d'une suite de fonctions (f;), on
considere x € I fixé et on détermine la limite de la suite (numérique) (f,(x)). On peut penser
a utiliser toutes les techniques usuelles permettant d’établir I'existence d'une limite (calcul
direct, équivalent, étude de la monotonie, etc.)

» Comment établir la convergence uniforme ?

Pour établir la convergence uniforme sur un intervalle I d'une suite de fonctions (f;,), il
faut déja connaitre la limite simple f de cette suite de fonctions. On doit alors établir une
majoration de la forme :

Vxel,

[0 - f)|<an

0.

ol a, estindépendant de x et a5,
n—+oo

» Comment établir la non convergence uniforme ?

Pour montrer qu’une suite de fonctions (f},) ne converge pas uniformément vers f sur I, on
peut:
e Déterminer la borne supérieure sur I de | f;, — f| (par une étude de fonctions) et vérifier
que cette quantité ne tend pas vers 0 lorsque 7 tend vers +oc0;
e Utiliser la contraposée des théorémes du cours, typiquement :

— siles fonctions f;, sont continues sur I et la fonction f n’est pas continue sur /,
alors la suite de fonctions (f;,) ne peut pas converger uniformément vers f sur I,

— si les fonctions f, sont continues sur [a, b] et lim,,_ ; f: fn(®)dt # fff(t)dt,
alors la suite de fonctions (f;;) ne peut pas converger uniformément vers f sur /.



» Comment démontrer la continuité de la limite?

Pour montrer que la limite f d'une suite de fonctions (f},) est continue sur I :
* Montrer que chaque fonction f;, est continue sur I;
* Montrer que la suite de fonctions converge uniformément sur I (ou : converge unifor-
mément sur tout segment [a, b] c I).
L'hypothese difficile a obtenir est la convergence uniforme.

» Comment démontrer le caractére C!, C¥, C* de la limite ?

Pour montrer que la limite f d’'une suite de fonctions (f;,) est de classe C! sur un intervalle
I:

 Montrer que chaque fonction f;, est de classe C! sur I;

* Montrer que la suite (f;;) converge simplement sur I;

* Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur I (ou : converge uniformément

sur tout segment [a, b] c I).

Pour montrer que la limite f d’'une suite de fonctions (f,,) est de classe C* (k = 1) sur un
intervalle I :

« Montrer que chaque fonction f,, est de classe C¥ sur I;

* Montrer que les suites (fy,), (f}), ..., ( f,(lk_”) convergent simplement sur /;
e Montrer que la suite ( f,gk)) converge uniformément sur I (ou : converge uniformément
sur tout segment [a, b] c I).

» Comment échanger une limite et une intégrale ?

Pour échanger une limite et une intégrale, on dispose de deux théoreme :

— le premier est celui que I'on a vu dans ce chapitre. Il est valable uniquement pour une
intégrale sur un segment [a, b], 'hypothése « difficile » a démontrer est la convergence
uniforme sur [a, b] de la suite de fonctions (f3,);

— le second sera vu ultérieurement (on ’appelle théoreme de convergence dominée). Il
est valable sur un intervalle quelconque I. Il faut établir la convergence simple sur I
de la suite de fonctions (f},) ainsi qu'une hypothese de domination (cette derniére est
en général la plus « difficile »).



Illustrations du cours

Exercice 1 Convergence simple / uniforme (1). Etablir la convergence simple / uniforme sur
[0,1] de la suite de fonctions (f;;) définie par :

VnelN, Vxe€]0,1], fu(x) =x"Inx
fn(o):

Exercice 2 Convergence simple / uniforme (2). Etudier la convergence simple / uniforme de
la suite de fonctions (f;;) définie par:

VxeR, VreN, f,(x)= nxe "<

Soit a > 0, montrer que la convergence est uniforme sur [a, +oo].

Exercice 3 Convergence simple / uniforme (3) et théoreme de continuité (1). Ftudier la
convergence simple sur [0, 1] de la suite de fonctions (f;) définie par:

x"e™*

Vnel, Vxel0,1], =
ne x€[0,1], fr(x) Tt 2"

Etudier la convergence uniforme de la suite (f;,) sur 'intervalle [0, 1] puis sur des intervalles
inclus dans [0, 1].

Exercice 4 Le théoreme de continuité (2). Pour n = 1, on définit la fonction :

( 1)k+1
k + x?

fn: x(—:]R-—»Z

Démontrer que la suite de fonctions (f},;) converge simplement sur R et démontrer que sa
limite est une fonction continue sur R.

Exercice 5 Echange limite intégrale avec convergence uniforme. Déterminer

1 X

ne
dx

lim
n—+oo Jy n+x

Exercice 6 Le théoreme de classe C'. Pour n =1, on définit la fonction :

sin(kx?)
E XERH,; 1+k3

Démontrer que la suite de fonctions (f},;) converge simplement sur R et démontrer que sa
limite est une fonction de classe C! sur RR.

Exercice ® A faire vous-méme pour voir si vous avez compris. Etudier la convergence
simple puis uniforme sur le segment [0, 1] de la suite de fonctions (f;;) ,>1 définie par f,,: x —
nx"(1 - x). Pour unréel a tel que 0 < a < 1, étudier la convergence uniforme sur le segment
[0, a].



Vrai/Faux

On considere la suite de fonctions (f;,) définie par : pour tout entier naturel n, pour tout ¢
appartenant a I'intervalle I = [0, + oo,

(1)
2)

3)

4)

)
(6)

()

eL‘

1+1"

fn(t) =

La suite de fonctions (f};) converge simplement sur /.

La suite de fonctions (f;;) converge simplement sur I vers la fonction g définie sur
par g(¢) = el pour tout ¢ € [0, 1] et g(¢) =0 pour tout ¢ € |1, +ool.

La suite de fonctions (f},) converge simplement sur I vers une fonction nécessairement
continue sur I puisque f;, pour tout entier naturel n, est continue sur 1.

La suite de fonctions (f;;) converge simplement sur I vers la fonction g définie sur I
par g(r) = e’ pour tout € [0,1[ et g(¢) = 0 pour tout ¢ € [1,+ool.

La suite de fonctions (f,;) converge uniformément sur 1.

La suite de fonctions (f;;) ne converge pas uniformément sur I car (f;) est une suite
de fonctions continues sur I dont la limite simple g n’est pas continue sur I.

La suite de fonctions (f;) converge uniformément sur l'intervalle [0, @] pour tout
a€]0,1[

On considere deux suites (f;,) >0 €t (grn) n=0 de fonctions définies au moins sur I'intervalle

(0,1].

(8)
9)

(10)
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(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

1
Sivxel0,1], | fn(x)| = 0 (;) alors la suite (f;;) converge uniformément vers 0.

Si la suite (f,;) converge uniformément vers 0 sur [0, 1[ et si f,,(1) —= 0, alors la suite
n—+oo

(fn) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

SiVxel0,1], |fn(x)] < gn(x) et la suite (g,) converge uniformément vers 0 sur [0, 1],
alors la suite (f;;) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

Si pour tout réel a tel que 0 < a < 1, la suite (f;;) converge uniformément vers 0 sur
[0, a], alors la suite (f;;) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

Si pour tout réel a tel que 0 < a < 1, la suite (f,,) converge uniformément vers 0 sur
[0, a], alors la suite (f};) converge uniformément vers 0 sur [0, 1[.

Si pour tout réel a tel que 0 < a < 1, la suite (f,;) converge uniformément vers 0 sur
[0, a], alors la suite (f;,) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

Si la suite (f;;) converge uniformément vers 0 sur [0, 1] et si x € [0, 1], alors f;,(x)
0.

Sila suite (f},) converge uniformément vers 0 sur [0, 1] et si (x,,) est une suite d’éléments
de [0,1] telle que x, = 1, alors f;,(xy) = 0.

Silasuite (f,;) converge uniformément vers 0 sur [0, 1] et si (x,;) est une suite d’éléments
de [0, 1], alors f,(x,) = 0.

§’il existe une suite (x,) d’éléments de [0, 1] telle que f,(x,) # 0, alors la suite
—+00

n—+oo

(f») ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1].
Si la suite de fonction (f};) ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1], alors la suite
(f») ne converge pas uniformément vers 0 sur [0,1/2].



(19) Sipourtout n € IN, il existe un réel x, € [0, 1] tel que f;, est croissante sur [0, x,], décrois-
sante sur [x5,1] et de plus f;,(x,) 0, alors la suite (f;;) converge uniformément

n—+oo
vers 0 sur [0,1].

(20) Sipour tout entier naturel n, f;, est décroissante sur [0, 1] et si de plus f},(0) —= Oet
—+00

fn(D) n—+oo

(21) Sipour tout entier naturel n, f;, possede un maximum sur [0, 1] obtenu en x, € [0,1] et
side plus f,,(x,) 0, alors la suite (f;,) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

0, alors la suite (f;;) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

n—+oo
(22) Silasuite de fonctions (f;, — g,) converge uniformément vers 0 sur [0, 1], alors les suites

de fonctions (f},) et (g,) convergent uniformément sur [0, 1].
(23) Siles suites de fonctions (f},) et (g,) convergent uniformément sur [0, 1], alors la suite
de fonctions (f; + g,) converge uniformément sur [0, 1].

On considere de plus une fonction f définie sur [0, 1].

(24) Si la suite de fonctions (f,;) converge uniformément vers f sur [0,1] et a partir d'un
certain rang chaque fonction f;, est continue sur [0, 1], alors f est continue sur [0, 1].

(25) Sila suite de fonctions (f,;) converge uniformément vers f sur [0,1] et a partir d'un
certain rang chaque fonction f;, est de classe C! sur [0,1], alors f est de classe C! sur
[0, 1].

(26) Si la suite de fonctions (f,;) converge uniformément vers f sur [0,1] et a partir d'un
certain rang chaque fonction f;, est de classe C! sur [0, 1], alors f est continue sur [0, 1].

(27) Sipour tout n € NN, f, est continue sur [0,1] et fol fn(t)dt =1, alors la suite de fonctions
(f») ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1].

(28) Sipourtoutne N, f, est continue sur [0,1] et fol fn(t)dt =1, alors la suite de fonctions
(f») ne converge pas simplement vers 0 sur [0, 1].

(29) Sipourtout n € N, f, est continue sur [0, 1] et fol fn(t)dt =1, alors la suite de fonctions
(f») ne converge pas uniformément vers 0 sur [0,1/2].

(30) Sichaque fonction f;, est continue et positive sur [0, 1] et fol fa(t)dt — 0, alors la

suite de fonctions (f;;) converge simplement vers 0 sur [0, 1].
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