Séries numériques (compléments)

© Rappels de PCSI a relire : suites, séries numériques, borne supérieure maximum et valeur
obsolue.

I. Quelques rappels

Définition 1 — Convergence, convergence absolue, somme, reste

S0it Y. =y, Un Une série (numérique) a termes réels ou complexe. Pour N = ny, on définit
la somme partielle Sy par :

N

n=ngp

* Ondit que la série ) u, converge lorsque la suite (Sn) admet une limite finie. Dans
le cas contraire, on dit que la série ) u, diverge.

* On dit que la série ) u, converge absolument lorsque la série (a termes positifs)
> |lunl converge.

e Ondit que la suite (u,) est sommable lorsque la série Y |u,| converge.

Théoréme 2 — Condition nécessaire de convergence

Si la série numérique )_ u, converge, alors uy 0 (réciproque fausse).

n—+oo

Théoréeme 3 — Condition suffisance de convergence

Si la série numérique )_ u, converge absolument, alors elle converge (réciproque fausse).




Définition 4 — Somme et reste pour une série convergente

S0it ¥ > p, Un UNe série (numérique) a termes réels ou complexe et convergente.
+o00o

* La somme de cette série est notée Z uy, et est définie par :
n=ny

+00 N
Z u,= lim Sy avec Sy= Z U
n=nyo N—+o00o n=ny

* On définit également le reste d’ordre N de cette série convergente :

+00

Ry = Z u, pourN telque N+1 = ng
n=N+1
+00
de sorte que ) u,=Sn+Ry.
n=ngmn

Théoréme 5 — de comparaison (avec une série a termes positifs)

Soient) u; et) v, deux séries avec vy, = 0 apcr. On a les résultats suivants :
(1) Siluyl < v, apcret) v, converge, alors ) u, converge absolument donc converge;
2) Siup,= 0O (v, et) v, converge, alors ) u, converge absolument donc converge;
n—+oo

3) Siuy, = néqroo(vn) et) v, converge, alors ) u, converge absolument donc converge;
(4) Siuy e Un alors Y u, et) v, sont de méme nature.

II. Deux nouveaux critéres de convergence

I[Il.  Opérations sur les séries

Théoréeme 6 — Somme de deux séries

Soiem‘z Uy etZ v, deux séries. On a les résultats suivants :
(1) Si les séries Z Uy etz v, sont convergentes, alors la série Z(un + v,,) converge;
(2) Sila série Z u, converge et la série Z v, diverge, alors la série Z(un + vy,) diverge.

A Remarques.
* On ne peut rien dire de la somme de deux séries divergentes.
* Sila série Z(un + v,) converge, rien ne permet en général d’écrire :

+00 +00 +00
Z(un+vn): Z Unp+ Z Un
n=0 n=0 n=0



Théoréme 7 — Cas des séries a termes complexes

Soitz zn une série. On note a,, = Re(z,) et b, =Im(z,). On a équivalence entre :
(i) Lasérie)_ z, converge;
(ii) Les séries a termes réels Z a etz b,, convergent.
De plus, en cas de convergence, on a l'égalité :

+0o0 +00 +00
Y. zn= ) an+i ). by

n=ny n=ngpy n=ngpy

ce qui s'écrit également :

+00 +00 +o0 +o00
Re| ) zy|= ) Re(zy) er Im| Y z,|= ) Im(z,)
n=ngpy n=ngpy n=ngm n=ngmn

Théoréme 8 — Produit de Cauchy

Soient)_ uy ety _ v, deux séries. On définit une série ) wy en posant :
n
VnelN, wy=) ugvn—
k=0

On dit que la série ) wy, est le produit de Cauchy des séries ) _ u, ety _ vp.
Si Z Uy, etz v, convergent absolument, alors Z w, converge absolument et :

L (B (5

n=0 n=0




Les résultats a connaitre

* Définition d'une série convergente/absolument convergente.

* Condition nécessaire de convergence (la réciproque est fausse, connaitre un contre-
exemple).

e Séries de référence : série géométrique, série de Riemann, série exponentielle.

e La convergence absolue implique la convergence (la réciproque est fausse, connaitre
un contre-exemple).

» Série a termes positifs : convergente si, et seulement si, les sommes partielles sont
majorées (savoir redémontrer rapidement ce résultat).

» Comparaison intégrale (et savoir encadrer une somme partielle par des intégrales).

e Critére de d’Alembert (connaitre un exemple de SATP Y u, convergente telle que
U1l Uy — 1 et un exemple de SATP ) u,, divergente telle que u,+/uy, — 1).

e Critere des séries alternées.

e Formule de Stirling.

Quelques objectifs du chapitre

N +00
* Connaitre la signification des notations ) u,ou) iy, Y uUpet Y up;
n=ny n=nyp n=ngp
¢ Savoir étudier la nature d’une série;

¢ Savoir calculer la somme d'une série;

e Savoir déterminer une valeur approchée de la somme d’une série;

* Connaitre les opérations sur les séries et les conditions d’application;
» Savoir réaliser un encadrement par des intégrales;

 Savoir réaliser un télescopage;

¢ Savoir utiliser le lien entre suites et séries.

En pratique

» Comment étudier la convergence d’une série?

Pour étudier la convergence de } ;- U :
* Sila série est a termes positifs, on peut appliquer I'une des méthodes suivantes :

— Chercher a établir un équivalent de u; ou le comparer a une série convergente;
— Utiliser la comparaison avec une intégrale;
— Utiliser la regle de d’Alembert;

— Ecrire Y u, comme un produit de Cauchy de deux séries absolument conver-
gentes.

* Si u, n'est pas de signe constant, on peut essayer de montrer que ) u, est absolument
convergente. On considere donc la série }_ |u,| qui est a termes positifs.
* Si u, n'est pas de signe constant et ) u, n’est pas absolument convergente, on peut :

— Regarder si le théoreme des séries alternées s’applique;



— Faire un développement asymptotique de u;, de maniére a I’écrire comme une
somme de series alternées ou a termes positifs.

* En dernier recours, on peut considérer la suite S, = ZZ:O uy et montrer qu’elle est
convergente.

» Comment calculer la somme d’une série convergente ?

Les séries dont on sait directement calculer la somme :

* Les séries géométriques Z q" avec|q|<1;
n

s . <
* Les séries exponentielles ) | —avecze C;
n!

¢ Les séries de la forme Z(”nﬂ — uy) (télescopage).
On peut parfois utiliser des formules de Taylor (inégalité de Taylor-Lagrange ou formule de
Taylor reste intégrale) qui permettent d’obtenir des majorations du type :

N (n)
f) - Zof m(a)(x—a)'C <M,

Si on arrive a établir que le majorant tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini, alors par passage
alalimite :

_+oof(n)(a) ©
fo=) p (x—a)

n=0

» Comment déterminer une approximation d’'une somme de série ?

Pour une série convergente Y, U, on utilise en général les sommes partielles Z],XZO Up
pour approcher la somme Y ' u,,. Pour controler cette approximation, il faut majorer la
quantité :

+00 N +00
Z U, — Z u,|=|Ry| avec Ry= Z Up
n=0 n=0 n=N+1

Pour majorer |Ry|, on peut :
e Utiliser le théoreme des séries alternées (s’il s’applique);
* Majorer le terme général de Ry en utilisant des séries connues (géométriques par
exemple);
e Etablir un encadrement par des intégrales.

k*kk A

» A retenir...
. =1 R . o
e Lefaitque H, = T In n (justification par encadrement par des intégrales).
k=1 K ree
EtH,=In(n)+v+ . o (1) (poser u;, = H,, —In(n) et étudier la série Z (Ups1 — Up)).
—T00

n=1

e Savoir justifier la divergence de la série )
n=2

(comparaison intégrale).

1
e Pour a > 1 et b e R, savoir justifier la convergence de la série Z — .
nso n(Inn)

Pour b > 1, savoir justifier la convergence de Z

> (comparaison intégrale).
= n(lnn)



Illustrations du cours

Exercice 1 Série géométrique. Montrer que la série de terme général :

cos(na)
un -
2n

est convergente et déterminer sa somme.
Exercice 2 Télescopage. Démontrer que la série numérique
Z 1
s h(n+1)
converge et calculer sa somme.

Exercice 3 Calcul de somme : formule de Taylor. Démontrer que la série numérique

(1"
2

n=1 n

converge et calculer sa somme.

Exercice 4 Reste d'une série gé¢ométrique. Soit q € C avec |g| < 1. Calculer pour N € N :

+00

RN: Z qn

n=N+1

Exercice 5 Quelques séries classiques (1). Etudier la nature de la série ¥ u,, dans chacun des
cas suivants :
u - 1 ) ) _In(n) W _lnz(n)_ . 1
" nd2In(n)’ o2 oyn’ " In(mvn

Exercice 6 Quelques séries classiques (2) et comparaison intégrale. Dans chacun des cas
suivants, déterminer la nature de la série }_ u, a 'aide d'une comparaison intégrale :

1 1
" nln(n)? " nvIn(n)

Exercice 7 Une série classique (3) et comparaison intégrale. On considere ici la série }_ u,
avec

. 1
" nin(n)

(a) Al'aide d'une comparaison avec une intégrale, déterminer la nature de la série ¥ u,,.
(b) Déterminer un équivalent lorsque n — +oo de la suite (S,) ;=2 définie par :
n 1

vn=2, §,= .
" k;zkln(k)




Exercice 8 Série alternée. Démontrer que la série numérique

5 ="
n=1 \/ﬁ
converge. On note S sa somme et Sy sa somme partielle d'indice N. Déterminer un entier Ny

tel que Sy, soit une valeur approchée de S a 1073 pres. Déterminer le signe de S. Comparer
Son, San+1 et S.

Exercice 9 Regle de d’Alembert.
, n!
(a) Etudier la nature de la série numérique Z —.

n
n=1
n

. X
(b) Etudier suivant les valeurs de x € R la nature de Z —.
n=1
Exercice 10 Produit de Cauchy. Soit x € R avec |x| < 1. Démontrer la convergence et
calculer la somme de la série :
n 1 "
n=0 \k=0 ™

n

.. .1 L . X
Indication : considérer les séries Z —et Z x"
n=0 n! n=0

Exercice ® A faire vous-méme pour voir si vous avez compris.
In(n)*
7

(-1)"In(n)

(a) Nature de la série Z

n=1

(b) Nature de la série Z

n=1 n
-1)"1 .
(¢) On pose, pour n =1, u, = exp (ﬂ) — 1. Etablir :
n
(-1)"In(n) (1n(n)2)
Up=—"—"——+
n n—+oo| 2n2

En déduire la nature de la série Z Uy.



Vrai/Faux

Dans la suite, a est un parametre réel.
1"
(1) Lasérie)_ (( )

n
Y G L
(2) La serlez N +$ converge.
n

1
(3) La série Z — (cos
n

1
+ — | converge.
n

1
—) - 1) converge si, et seulement si, @ > 1.

Vvn

On considere une série )  u, a termes positifs.

. - L. Up
(4) Siu, ~ e " alorslasérie E — converge pour tout a € R.
n—+oo na

. 1 .\ Un : :
B5) Siuy,= o ( , alors la série E converge si, et seulement si, a > 0.
n—+ool\ n nv

1
6) Siu,=o0 (—), alors la série Z u, diverge.
n
1
(7) Si— =o0(uy), alors la série ) _ u,, diverge.
n
1
(8) Si " =o(uy) etla série Z u, converge, alors a > 1.

1
9) Si Z u, diverge alors u,, = — a partir d'un certain rang.
n
1

(10) Sila série Z u, converge, alors il existe a > 1 tel que u, =o (—a)
n

Dans la suite, Z un et Z v, sont des séries a termes de signes quelconques.
(11) Siluyl= o (lvyl) etlasérie Z v, converge, alors la série Z u, converge.
n—+oo

(12) Sila série Z u, converge et la série Z(un + v,) converge, alors la série Z v, converge.

(13) Sila série Z u, diverge et la série Z(un + v,) converge, alors la série Z v, converge.

(14) Sila série Z u, diverge et la série Z(un + v,) diverge, alors la série Z v, converge.

(15) Sila série Z u, diverge, alors la suite (u,) ne tend pas vers 0.

(16) Sila série Z |u,| converge, alors la série Z u, converge.

(17) Sila série Z u, diverge, alors la série Z |u,| diverge.

(18) Sila série Z |u,| diverge grossiérement, alors la série Z u, diverge.

(19) Silasérie Z u, converge et la série Z v, converge, alors la série Z U, v, converge.

(20) Si la suite (u,) converge vers 0 et n’est pas décroissante, alors la série Z(—l)”un
diverge.

(21) Silasérie Y (—1)"u, converge alors uy

n—+o0 0.

(22) Sila série Z(— 1)"u, converge alors (u,) est décroissante.
(23) Sila série Z(—l)” u, converge et (u,) est positive, alors (u,) est décroissante.
+00

Z =D"uy,

n=N
—— ¢ et ¢ €]-1,1], alors la série )_uy,

u, n—+oo

(24) Silasérie Z(—l)”un converge, alors pour tout N € IN, < |upl.

Un+1

(25) Si u, # 0 a partir d'un certain rang,

converge.
Un+1

(26) Si u; # 0 a partir d'un certain rang, —— et € R\]-1,1], alors la série Z Up

u, n—+oo

diverge.



[1l. Opérations sur les séries

(27) Sila suite (u,) converge, alors la série Z(un+1 — uy) converge.
(28) Sila série Z(”nﬂ — uy) converge, alors la suite (u,) converge.

+00
1
(29) Pour ge Cavecl|g|<1,ona Z q"t=——.
n=0 l_q

reste vraie pour g = —1.

1
(30) Larelation )_ g" = n

n=0 -
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