Séries de fonctions

Notation : Pour f:I— Ret Ac1,si f est bornée sur A alors on note

[£lloo,a = sup | (0] 1 x € A} O

Rappel 1 — Une caractérisation des fonctions de classe CF

Soient f : I — KK une fonction et k € IN U {oo}. On a équivalence entre :
(i) La fonction f est de classe C* surl;
(ii) Pour tout segment [a,b] < I, la fonction f est de classe C* sur [a, b].

I. Modes de convergence

II. Propriétés de la somme d’'une série de fonctions

Remarque. Tous ces résultats s'obtiennent directement a partir des résultats sur les suites
de fonctions appliqués a la suite des sommes partielles. U

Théoréme 2 — Continuité de la somme d’une série de fonctions

Soit Z fn une série de fonctions définie au moins sur 1. Si :
n=ny
* Pour tout n = ny, la fonction f,, est continue surI;

* La série de fonctions Z fn converge uniformément sur I,

n=nop
+00
alors la somme ) f, est définie et continue sur I.
n=np




Théoréme 3 — Echange série intégrale sur un segment avec convergence uniforme

Soit Z fn une série de fonctions définies au moins sur[a, b]. Si :
n=ny
* Pour tout n = ny, la fonction f,, est continue sur [a, b] ;

* La série de fonctions Z fn converge uniformément sur [a, b],
n=zng

b b [ +oo +00 b
alors la série numérique Y | fa()dt convergeetf ( > fn(t)) dr= Y (f fn(t)dt).
a a

n=znpvYa n=ny n=ny

Théoréme 4 — Classe C! pour la somme d’une série de fonctions

Soit Y f, une série de fonctions définies au moins surI. Si :
n=ng

e Pour tout n = ny, la fonction f, est de classe C! surI;

o La série de fonctions )_ f, converge simplement sur 1 ;
n=zng

* La série de fonctions Z f,, converge uniformément sur I,
n=zng

+00 +00 ! +00
alors la somme Z fn estde classe C' sur I et( Z fn) = Z fr-

n=ny n=ngpy n=nopy

Théoréeme 5 — Classe C* pour la somme d’une série de fonctions

Soient k € IN* et Z fn une série de fonctions définies au moins sur 1. Si :
n=zngp

e Pour tout n = ny, la fonction f, est de classe C* surI;

* Pour tout p € [0, k — 1], la série de fonctions Z f,E"’ ) converge simplement sur I ;
n=ng
* La série de fonctions Z ’gk) converge uniformément sur I,
+00 n=no +00 (p) +00
alors la somme Z fn estde classe C* surI et:Vpe[0,kl, ( Z fn) = Z f,gp).

n=ngp n=ngp n=ngpy

Remarque. Pour montrer que la somme d'une série de fonctions )’ f;, est de classe C*, on
démontre que :

e Chaque fonction f;, est de classe C* sur I;
¢ La série de fonctions Z fn converge simplement sur I;

s Pour tout p € IN*, la série de fonctions ) f,i” ) converge uniformément sur /.

Les hypothéses du théoréme de classe C* sont alors vérifiées pour tout entier k = 1. U



Théoréme 6 — de la double limite

Soient Z fn une série de fonctions définies au moins sur I et a un élément de I ou une
n=zngp
borne de I (éventuellement a = +oo oua=—o0). Si :

* Pour tout n = ny, f,(x) — ¢, une limite finie;
X—a
* La série de fonctions Z fn converge uniformément sur I,
n=zngp

alors la série numérique Z ¢, convergeet:
n=zngp

+00 +00
Z fn(x)E’ Z Oy

n=ngpy n=ngp

ce que l'on peut également écrire :

+00 +00
lim | 3 fu0| = 3 lim /()

(échange limite série).

Remarques.

* On peut, pour appliquer ces théorémes, préférer établir la convergence normale plu-
tot que la convergence uniforme (cependant il existe des séries de fonctions pour
lesquelles il y a convergence uniforme mais pas convergence normale).

* A\ La convergence uniforme (respectivement normale) sur tout segment [a, b] <
n’entraine pas la convergence uniforme (respectivement normale) sur I. U



Les résultats a connaitre

* Définition de la convergence simple pour une série de fonctions.

» Définition de la convergence normale pour une série de fonctions.
 Définition de la convergence uniforme pour une série de fonctions.

* Lien entre les convergences.

* Continuité de la somme.

« Echange série intégrale sur un segment [a, b] avec convergence uniforme.
 Théoréme de classe C'.

« Théoréme de classe C*.

e Théoréme de la double limite (échange limite série).

Quelques objectifs du chapitre

Connaitre les notions de convergence simple, convergence uniforme, convergence
normale.

* Avoir compris les liens entre ces notions.

Savoir établir qu'une suite de fonctions converge simplement.

Savoir établir qu'une suite de fonctions converge normalement.

Savoir utiliser le reste d’ordre N pour établir la convergence uniforme.

Savoir établir des propriétés de la somme d’une série de fonctions.

En pratique

» Comment établir la convergence simple ?

Pour étudier la convergence simple de ) f;, sur I, on considere x € I fixé et on étudie la
convergence de la série numérique }_ f,,(x). On peut penser en particulier :

— ala convergence absolue;
— au théoreme des séries alternées;
— aétablir un équivalent de f},(x) lorsque n — +oo (a x fixé).

Il est rare qu'il faille utiliser des méthodes plus évoluées (revoir cependant les méthodes
pour démontrer la convergence d'une série numérique).

» Comment établir la convergence normale ?

Pour établir la convergence normale de }_ f;, sur I, il faut obtenir une majoration de la forme :

Vxel,

)| <ay,

ol a, est indépendant de x et la série numérique )_ a, converge.

» Comment établir la convergence uniforme ?



Pour établir la convergence uniforme de Y_ f;, sur I, il faut tout d’abord établir la convergence
simple sur [. Il faut ensuite obtenir une majoration de la forme :

+00
Y. filx)

k=n+1

Vxel,

0.

ol a, estindépendant de x et aj,
n—+oo

» Comment démontrer la continuité de la somme?

Pour montrer que la somme de la série de fonctions )’ f;, est continue sur I :
* Montrer que chaque fonction f}, est continue sur I;
* Montrer que la série converge uniformément (ou normalement) sur / (ou sur tout
segment [a, b] c I).
Lhypotese difficile a obtenir est la convergence uniforme (ou normale).

» Comment démontrer le caractére C!, C*, C*° de la somme?

Pour montrer que la somme de la série de fonctions Y. f;, est de classe C! sur un intervalle I :
 Montrer que chaque fonction f;, est de classe C! sur I;
* Montrer que la série }_ f;, converge simplement sur /;
* Montrer que la série Y f;, converge uniformément (ou normalement) sur I (ou sur tout
segment [a, b] < I).
Pour montrer que la somme de la série }_ f,, est de classe Ck (k= 1) sur un intervalle I :
 Montrer que chaque fonction f,, est de classe C* sur I;

» Montrer que les séries Y f, > fr,..., 2 f,gk_l) convergent simplement sur I;
* Montrer que la série ). f,gk) converge uniformément (ou normalement) sur / (ou sur
tout segment [a, b] c I).
Pour montrer que la somme de la série ) f;, est de classe C* sur un intervalle I :
* Montrer que chaque fonction f;, est de classe C* sur I;
* Montrer que :
— lasérie ) f;, converge simplement sur I;
— pour tout k =1, la série ) f,gk) converge uniformément (ou normalement) sur /
(ou sur tout segment inclus dans I).

L'hypothese difficile a démontrer est la convergence uniforme (ou normale).
» Comment intégrer terme a terme?

Par calculer I'intégrale de la somme d’'une série de fonctions ) f;,, appliquer I'un des deux
théoremes du cours :

— le premier est valable uniquement pour une intégrale sur un segment [a, b], I'’hypo-
theése « difficile » a démontrer est la convergence uniforme sur [a, b];

— le second est valable sur un intervalle quelconque I et il y a plus de conditions a vérifier.
La plus difficile est la convergence de la série numérique Y. [; | f,(#)|dt.
» Comment calculer la somme d’'une série de fonctions ?

* Il est fréquent dans les exercices de déterminer I’expression de f’ (ou une équation
différentielle sur f) et d’en déduire une expression de f’;



* Voir également les méthodes de calcul de la somme d'une série numérique.
» Comment calculer des limites et obtenir des équivalents ?

Pour déterminer la limite de la somme de la série ) f;;, on peut :
* Appliquer le théoreme d’échange série-limite;
Utiliser des majorations, minorations et encadrements;
En particulier réaliser un encadrement de la somme par des intégrales;
* Lorsqu’il s’applique, le théoreme des séries alternées peut également fournir des
encadrement.
Pour déterminer un équivalent de la somme :
* Deviner I’équivalent et se ramener a un probleme de limite (cf. ce qui précede);
e Réaliser un encadrement de la somme par des intégrales.
Pour pouvoir appliquer le théoréeme d’échange série-limite en xj, il faut avoir démontré la
convergence normale sur un intervalle I contenant x, (ou auquel xj est adhérent).
Pour réaliser un encadrement par des intégrales sur une série de fonctions de la forme
> n=n, [n(X), on considere a x fixé la fonction g, définie de telle sorte que g.(#) = f,(x).



Illustrations du cours

Exercice 1 Convergence simple, convergence normale. On considere pour n = 1 la fonction :

In(1+x")

x=20~—
fn .

(a) Démontrer que la série de fonctions }_,,~; f, converge simplement sur [0, 1[. Que dire
de la convergence sur [1, +0o[?

(b) Démontrer que ), f converge normalement sur tout segment [0, a] avec 0 < a < 1.

(c) Etudier la convergence normale de ¥ ,,>; f;, sur [0, 1[.

Exercice 2 Continuité (1). On considere la série de fonctions }_,~; f, oupourn=1:

(=n"
v1+nx

Démontrer que cette série de fonctions converge simplement sur |0, +oo[ et que sa somme
est continue sur ]0, +ool.

fn:x€]0,+00[—

Exercice 3 Continuité (2). On considere la série de fonctions }_,~; f, avecpour n=>1:

sin(nx) 1

fulx )——xn2 si x#0

|
=— sinon
n

Démontrer que cette série de fonctions converge normalement sur R et que sa somme est
continue sur R.

Exercice 4 Intégration avec convergence normale. Démontrer que pour tout x € [0,1] :

1 +00 xn—l
2—-x = oon
1 1 to ]
En déduire I'égalité f ——dx= Z .
0 2—X =1 n2"

Exercice 5 Caractere C'. Démontrer que la fonction f suivante est de classe C! sur R :

n( 1)1’1 1
n2+ x2

xHZ

n=1

Exercice 6 Caractere C*°. On considere la fonction { de Riemann définie par
+00 1
((x)= Z —~
n=11

Démontrer que ¢ est définie et de classe C*™ sur |1, +ool.



Exercice 7 Limites, équivalents.
+00

2 . . — 2 . *
(a) Démontrer que la fonction f: x nX—:O a2 est définie sur R*.

(b) Déterminer la limite de f en +oo.
(c) Déterminer la limite de f en 0.
(d) Déterminer des équivalents de f en 0 et en +oo.

Exercice ® A faire vous-méme pour voir si vous avez compris. On définit lorsque c’est
possible :

+00 e—nx

f=>

n=0

1+n2

Démontrer que f est définie et continue sur R* et qu’elle est de classe C! sur R**.



Vrai/Faux

On considere la série de fonctions )_,~; u, ou pour tout réel x,

(1)
2)
3)
4)

Uy(x) = Zi" cos(nx)

Il existe au moins un réel x pour lequel la série u, (x) diverge.
Le terme général de cette série ne converge jamais vers 0.

La série ) > u, converge uniformément sur RR.

La série ) ,,~1 u, ne converge pas normalement sur R.

On considére une série de fonctions Y_,,~( f;, définies au moins sur 'intervalle [0, +oco].

(5)

(6)

()

(8)

9)

(10)

(1D

(12)

(13)

(14)

(15)

Si la série de fonctions }_ f,, converge normalement sur [0, +ool, alors elle converge
uniformément sur ]0, +oo.

Si la série de fonctions }_ f;, converge normalement sur [0, +ool, alors elle converge
simplement sur [0, +ool.

Si la série de fonctions }_ f;, converge normalement sur |0, +oo[ et si la série }_ f,,(0)
converge, alors la série de fonctions ) f;, converge normalement sur [0, 4+ocol.

Sila série de fonctions ) f;, converge simplement sur ]0, +oo, alors elle ne converge
pas normalement sur [0, +o0l.

Si la série de fonctions ) f,, ne converge pas uniformément sur ]0, +ool, alors elle ne
converge pas simplement sur [0, +ool.

Si la série de fonctions )’ f;, converge normalement sur [a, +oo[ quel que soit a > 0,
alors elle converge simplement sur 0, +oo].

Si la série de fonctions )’ f;, converge normalement sur [a, +oco[ quel que soit a > 0,
alors elle converge uniformément sur ]0, +ocol.

Si la série de fonctions }_ f,, converge normalement sur [a, +oo[ quel que soit a > 0,
alors elle converge normalement sur |0, +oo|.

Si la série de fonctions ) f;, converge normalement sur [0, a] quel que soit a > 0, alors
la série de fonctions }_ f,, converge normalement sur [0, +ool.

Si la série de fonctions }_ f,; converge normalement sur [a, +oo[ quel que soit a > 0 et
converge normalement sur ]0, 1[, alors elle converge normalement sur |0, +ool.

Sila série de fonctions }_ f,, converge normalement sur [a, +oo[ quel que soit a > 0 et
converge normalement sur |0, 1], alors elle converge uniformément sur ]0, +ocol.

On considére une série de fonctions Y~ f;;, définies au moins sur l'intervalle [0, 1].

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

Si la série de fonctions }_ f;,, converge simplement sur tout segment [a, b] avec 0 < a <
b < 1, alors elle converge simplement sur ]0, 1[.

Si la série de fonctions )Y f;, converge uniformément sur tout segment [a, b] avec
0 <a< b<1,alors elle converge uniformément sur ]0, 1[.

Si la série de fonctions }_ f,, converge normalement sur tout segment [a, b] avec 0 <
a < b <1, alors elle converge normalement sur 0, 1[.

Si la série de fonctions ) f;, converge simplement sur tout segment [a, b] avec 0 < a <
b < 1, alors elle converge simplement sur [0, 1].

Si la série de fonctions Y f;; converge uniformément sur tout segment [a, b] avec
0<a<b<1,alors elle converge uniformément sur [0, 1].
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Si la série de fonctions }_ f,; converge normalement sur tout segment [a, b] avec 0 <
a < b <1, alors elle converge normalement sur [0, 1].

On considere une série de fonctions Y, f;; définies sur R qui converge simplement sur R
et dont la somme est notée f.

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

(28)

(29)
(30)

Si les fonctions f, sont toutes continues sur R et f n'est pas continue en 0, alors la
série de fonctions ). f,, ne converge par normalement sur RR.

Si les fonctions f;, sont toutes continues sur R et f est continue sur R*, alors la série
de fonctions Y f;, converge normalement sur R**.

Si les fonctions f;, sont toutes continues sur R et f est continue sur R*, alors la série
de fonctions Y. f,, converge uniformément sur R**.

Siles fonctions f;, sont toutes continues sur R et la série de fonctions )’ f,, converge
normalement sur [—a, a] quel que soit a > 0, alors f est continue sur R.

Si les fonctions f;, sont toutes continues sur R et la série de fonctions ) f;, converge
uniformément sur [—a, a] quel que soit a > 0, alors f est continue sur R.

Si les fonctions f;, sont toutes de classe C! sur R et la série de fonctions Y. f/ converge
uniformément sur [—a, a] quel que soit a > 0, alors f est continue sur R.

Si les fonctions f,, sont toutes de classe C! sur R et la fonction f n’est pas continue sur
R alors la série de fonctions Y. f;, ne converge pas uniformément sur R.

Si les fonctions f;, sont toutes croissantes sur R, alors f est croissante sur R.

Si les fonctions f;, sont toutes monotones sur R, alors f est monotone sur R.
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