Intégrales a parameétres

¢ Soient I et J deux intervalles de R, non vides et non réduits a un point et K = R ou C.

¢ Dans ce chapitre, la notation c.p.m. signifie « continue par morceaux. »

I. Compléments sur les suites et séries de fonctions

Théoreme 1 — Convergence dominée

Soit () n=n, une suite de fonctions définies au moins sur J et a valeurs dans IK. Si :

* Pour tout n = ny, la fonction f,, est c.p.m. surj;
* La suite de fonctions (f,) n=n, converge simplement sur J vers une fonction f;

* La fonction f est c.p.m. surJ;
* [l existe une fonction ¢ c.p.m. et intégrable sur ] telle que :

Vie ], Yn=ny, |fo()] <o)

Alors pour tout n = ny, la fonction f, est intégrable sur ], la fonction f est intégrable sur ]

et:

ffn(t)dt—>ff(t)dt
T n—+oo J;

ou encore : nEToo(f,f”(t)dt) :f,(nli?.loof”(”)df'




Théoreme 2 — Echange série intégrale avec convergence dominée

S0it Y. >, [n une série de fonctions définies au moins sur J. Si :
* Pour tout n = ny, la fonction f,, est c.p.m. et intégrable sur J ;

* La série Z fn converge simplement sur J ;
nznop
* Sasomme f estc.p.m. surj;

o La série numérique ) _ f | /()| dt converge,
nznp

alors la fonction f est intégrable sur ], la série (numérique) Z fn converge et :
n=nyJJ

+00
f]f(t)dt: > ]fn(t)dt

n=ngm

ou encore:f(io fn(l‘)) dr= Jio (f]fn(t)dt).

n=ngy n=ny

Théoréeme 3 — de convergence dominée, a paramétre continu

Soient une fonction f : I x ] — K (de deux variables) et a une borne de I (éventuellement
a=+oo ou —00). Si:

(1) Pourtoutte ], f(x,t) — £(t) une limite finie;

(2) Pourtoutxe€ I, les fonctionste J— f(x,t) et t € J— €(t) sont c.p.m. surJ;

(3) Il existe une fonction ¢ c.p.m. et intégrable sur ] telle que:

Vxel, Yie], |flx, 0| <

alors ¢ est intégrable sur ] et :

ff(x, t)dt—»fﬁ(t)dt
J x—a Jj

ou encore: )1611131 (f]f(x, t)dt) :f]()lciix}lf(x, t)) dr.

II. Continuité et dérivabilité

Rappel 4 — Une caractérisation des fonctions de classe CF

Soient f : I — KK une fonction et k € IN U {oo}. On a équivalence entre :
(i) La fonction f est de classe C* surlI;
(ii) Pour tout segment [a,b] < I, la fonction f est de classe C* sur [a, b].




Théoréme 5 — Continuité des intégrales a paramétres

Soit une fonction f : I x ] — KK (de deux variables). Si :
e Vxe€l, lafonctionte]— f(x,t) estc.p.m. sur]j;
* Yte ], lafonctionx €l — f(x,1t) est continue surI;
* Il existe une fonction ¢ : ] — R c.p.m. et intégrable sur ] telle que :

Vxel, Yte], |flx, 0| <o)

Alors la fonction F : x — f f(x,t)dt est (définie et) continue sur I.
J

Théoréme 6 — Classe C! pour les intégrales a paramétres

Soit une fonction f : I x ] — K (de deux variables). Si :
* Yte ], lafonctionxe€l— f(x,1t) estde classe Cl surl;

: of
* Vxe€l, lesfonctionste J— f(x,t) ett € J— ——(x,t) sont c.p.m. surJ;
x

* VYxe€ I, lafonctionte ]— f(x,t) estintégrable sur J;
* Il existe une fonction ¢ : ] — R c.p.m. et intégrable sur ] telle que :

Vxel, Vte] 'g(x 0| <@(t)
’ ’ ax ) =

Alors la fonction F : x — f f(x,t)dt est (définie et) de classe Clsurlet:
J

Vxel, F'(x):fg(x,t)dt
]Ox

Théoréme 7 — Extension aux fonctions de classe C*

Soient k € IN* et une fonction f : I x ] — K (de deux variables). Si :

e Vte ], lafonctionxeI— f(x,t) estde classe C* surI;
. orf
e Vxel,Vpelo0,kl, lafonctionte ] — ﬁ(x, t) est c.p.m. surj;

P
e Vxel,Vpel0,k—-1], lafonctionte ] — a—g(x, t) est intégrable sur J ;
X

* Il existe une fonction ¢ : ] — R c.p.m. et intégrable sur ] telle que :

ak

Vxel,Vie], | —(x, )| < p(1)
oxk

Alors la fonction F : x — f f(x, t)dt est (définie et) de classe C* sur I et :
J

orf
(p) _
Vxel, Vpell, kl, F"(x) —f AP (x,t)dt

J




Les résultats a connaitre

Théoreme de convergence dominée.

Théoreme de convergence dominée avec parametre continu.
Echange série intégrale avec convergence dominée.
Continuité pour x — [; f(x, ) dt.

Classe C! pour x — f]f(x, rdt.

Classe C* pour x — [7f(x, 0dt.

Quelques objectifs du chapitre

e Savoir établir des propriétés d'une fonction définie par une intégrale dépendant d'un
parametre.

En pratique

» Comment déterminer la limite d'une intégrale ?

Pour déterminer la limite d'une intégrale I,, dépendant d'un parametre (entier) n lorsque
n — +o00, on peut :

« Etablir des majorations et minorations pour pouvoir appliquer le théoréme d’encadre-
ment;

* Appliquer le théoreme de convergence dominée;

* Appliquer le théoréeme d’échange limite intégrale avec convergence uniforme ou
convergence normale (ce théoréme ne s’applique qu’a des intégrales sur des seg-
ments).

Pour déterminer la limite d'une intégrale I(x) dépendant d’'un parametre (réel) x lorsque
X — a,onpeut:

e Ftablir des majorations et minorations pour pouvoir appliquer le théoréme d’encadre-
ment;

* Utiliser le théoreme de convergence dominée avec parametre continu.

» Comment échanger une série et une intégrale?

+00 +00
Pour obtenir une égalité de la forme f (Z fn(t)) dt= Z (f fn(D) dt) on peut :
1 n=0 n=0 1

e Utiliser le théoreme d’échange série intégrale avec convergence uniforme. Pour utiliser
ce théoreme, il est essentiel que : I'intervalle I considéré soit un segment I = [a, b] et
que la convergence de la série soit uniforme (ou normale);

e Utiliser le théoreme d’échange série intégrale avec convergence dominée. Pour utiliser
ce théoréme, il est essentiel que la série ) f 11 fn(8)|dt converge.

Lorsque ces théoréemes ne s’appliquent pas, on peut utiliser une des méthodes suivantes :

e Considérer les intégrales :

N N
IN:f > fuyde=3 | fa(nde
I'p=0 n=0v1



et appliquer le théoréme de convergence dominée;
e Ecrire I'intégrale I sous la forme :

N oo N +00
’=f(2 )+ 3 fn(t)) de=) | fuwde+ | Y fau(nds
I'\n=0 n=N+1 n=0v1 Iln:N+1 .
=uy

et montrer que uy 0 (en général par un encadrement).

Dans tous les cas, ne pas oublier de justifier la convergence des intégrales et des séries
utilisées.

» Comment étudier une fonction définie par une intégrale ?
Appliquer les théorémes (continuité, caractere C') du cours.

» Comment déterminer un équivalent d’une intégrale dépendant
d'un paramétre?

On pourra penser aux techniques suivantes :

e Changement de variable, par exemple pour faire sortir le parametre de I'intégrale;

* Intégration par parties pour écrire I'intégrale sous forme d'une somme de deux termes
(le crochet et une autre intégrale) et montrer que I'un des termes (le crochet en général)
et prépondérant;

e Découper l'intervalle d’intégration pour mettre en évidence des quantités prépondé-
rantes;

e Décomposer la fonction dans I'intégrale pour mettre en évidence des quantités pré-
pondérantes;

e Deviner I'’équivalent et se ramener a un probleme de recherche de limite.



Illustrations du cours

% psin(x/n)

Exercice 1 Le théoréme de convergence dominée (1). Calculer 11 f
—-+00 x(1+x?)

-x/n

Exercice 2 Le théoréme de convergence dominée (2). Déterminer nhm dx.

0 1+x2

Exercice 3 Echange série intégrale. Soit a € ]-1,1[. Montrer la convergence de l'intégrale
too o=t
1 a+t

+00 +00 e t
puis montrer que I, = Z (-=1)"J,a" en posant, pour n€ N, J, :f P, dr.
n=0 1

Exercice 4 Le théoréme de convergence dominée (3). Démontrer que

1 e—l’
=R
o 1+t/x x—0*

Exercice 5 Le théoréme de continuité. Démontrer que

+00 1 d
X ———dt
Jix fl t*(1+ 1)

est définie et continue sur R**.

Exercice 6 Le théoréme de classe C'. Soit

+00 o~ lgin(xt)
xe [ S
fix— | t

Montrer que f est de classe C! sur R. Calculer f(x).
Exercice 7 Le théoréme de classe C*. Justifier 'existence de la fonction F définie sur R par :

+00 1_ t
VxeR, F(x):f Ct;zs(x)e_tdt
0

Montrer que F est deux fois dérivable sur R, calculer F’ et F” et en déduire F.

Exercice ® A faire vous-méme pour voir si vous avez compris. On considere la fonction F
définie par la relation :

+00 e—Xt
F(x) = dr
(x) fo 1+ 12

(a) Démontrer que le domaine de définition de F est [0, +ool.
(b) Démontrer que F est continue sur [0, +o0l.

(c) Démontrer que F est dérivable sur ]0, +oco.

(d) Déterminer la limite de F en +oo.



