
Compléments sur la réduction et applications

I. Décomposition en somme de projecteurs

II. Quelques endomorphismes/matrices particuliers

Illustrations du cours

Exercice 1 Applications de la réduction.
• Suites récurrentes linéaires. On considère une suite (un)nÊ0 telle que :

∀n ∈N, un+3 = 2un+2 +un+1 −2un

(a) Pour n ∈N, on note Vn =
( un

un+1
un+2

)
. Déterminer une matrice A ∈M3(R) telle que :

∀n ∈N, Vn+1 = AVn

(b) Déterminer les racines λ1,λ2,λ3 de χA.
(c) Démontrer que A est diagonalisable. En déduire qu’il existe a,b,c ∈R tels que :

∀n ∈N, un = aλn
1 +bλn

2 + cλn
3

On peut alors déterminer a,b,c à partir de certains termes connus de la suite (un).
Les autres applications usuelles (étudiées par ailleurs) de la réduction d’une matrice A sont :
• Recherche de sous-espaces stables.
• Expliciter les puissances de A.
• Résoudre l’équation M 2 = A.
• Déterminer le commutant de A (l’ensemble des matrices M telles que AM = M A.).
• Résoudre un système d’équations différentielles associé à A.
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En pratique

ÏÉtudier rapidement la diagonalisabilité de A ∈M3(K)

On considère A ∈Mn(K), on travaille surK. On déterminer χA et on le factorise surK. On
sait que χA est de degré 3 et unitaire.

• Si χA n’est pas scindé surK, alors A n’est pas diagonalisable.
• SiχA = (X −α)(X −β)(X −γ) avecα,β,γ ∈K distincts, alors A possède 3 valeurs propres

distinctes donc est diagonalisable.
• Si χA = (X −α)3 avecα ∈K, alors Sp(A) = {α} donc A est diagonalisable si, et seulement

si, A =αI3.
• Si χA = (X −α)2(X −β) avec α,β ∈K distincts, alors :

A diagonalisable ≺===Â dimEα(A) = 2

≺===Â rg(A−αI3) = 1

ÏQuelques méthodes pour obtenir des éléments propres
On considère A ∈Mn(K).

• Si la somme des coefficients sur chaque ligne de A est constante égale à s, alors :

A

1
...

1

= s

1
...

1

 et

1
...

1

 6= 0

donc s est valeur propre de A et

1
...

1

 ∈ Es(A).

• Si rg A = r < n, alors dimKer A = n − r < r donc 0 ∈ Sp(A), dimE0(A) = n − r et 0 est
racine de χA de multiplicité au moins n − r . Autrement dit χA est de la forme :

χA(X ) = X n−r Q(X )

avec Q un polynôme de degré r et unitaire.
• Si on dispose de λ1, . . . ,λk valeurs propres de A de multiplicités (au moins égales à)

m1, . . . ,mk et si m1 + ·· · +mk = n −1, alors la valeur propre manquante λ s’obtient
avec :

λ+m1λ1 +·· ·+mkλk = tr(A)

• Pour faire des essais pour trouver des vecteurs propres et des valeurs propres de A, on
peut se rappeler que le produit

A

α1
...

αn


est la combinaison linéaire α1C1 +·· ·+αnCn avec C1, . . . ,Cn les colonnes de A.


