Sommes de Riemann

Théoréeme 1 — Convergence des sommes de Riemann

Soit f une fonction définie sur un segment [a, b]. Pour n € IN*, on pose :
a
Su(f)=—— Zf( +k—)

b
Si f est continue sur [a, b, alors S, (f) n—+>f fdze.
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/\ Lhypothese de continuité est essentielle.

Remarques.

* On rencontre des variantes (au niveau des bornes de la somme) : si f est continue sur [a, b],
alors
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* (Cas particulier fréquent : si f est continue sur [0, 1], alors
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Exemple. Déterminer la limite de la suite (u,) définie par :
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— La fonction f: x — cos(x) est continue sur [1,2] donc d’apres les résultats précédents :
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Up=——) fll1+k——|—— | cos(t)dt=[sint]] =sin(2) —sin(1)
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o Parfois la suite considérée n’est pas exactement une somme de Riemann comme dans I’exemple
suivant.

n
Exemple. Déterminer un équivalent de u,, = Z vn+k.
k=1
— Pour n € IN*, on met /7 en facteur :
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La suite (v,) est une somme de Riemann. La fonction f : x — v/1 + x est continue sur [0, 1], donc:
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La limite de (v;) est finie et non nulle, donc v, nTiee 3 et par produit :
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