Sous-espaces engendrés

o E estun KK-espace vectoriel.

Que désignelanotation Vect(uy, ..., up)?  Siu,..., up sontdes éléments de E, alors Vect(uy, ..., up)
est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant ug, ..., Up, ce qui signifie que :

* Vect(uy,..., up) est un sous-espace vectoriel de E;

* Viel[l,pl, u; € Vect(uy,...,up);

* Si H est un sous-espace vectoriel de E tel que uy, ..., u, € H, alors Vect(uy, ..., uy) € H.
De maniére équivalente, mais plus explicite, Vect(u, ..., up) est I'ensemble des combinaisons li-
néaires des vecteurs uy,..., Up :

Vect(uy, ..., up) = {Arur +---+ Apup | (A1,...,1p) e KP}

Remarque. Vect(u;) = {Auy | A € K} est aussi noté Ku;. Avec cette notation, on peut également
écrire :

Vect(uy, ..., up) = Kuy +---+ Kuy, O

A\ Vect(uy, ..., up) estun sous-espace vectoriel de E, ce n’est donc pas un élément de E. Noter aussi
que Vect(uy, ..., up) se lit « sous-espace engendré par uy,..., up. » Le terme « Vect » ne veut pas dire
«vecteur. »

Quand utilise-t-on la notation Vect(u, ..., uy)? Les situations usuelles :

e Lorsque I'on veut démontrer qu'un sous-ensemble F de E est un sous-espace vectoriel, on
peut démontrer qu’il existe u,..., u, éléments de E tels que F = Vect(u, ..., up) (premier
exemple ci-dessous);

* Lorsquel’on veut donner une description explicite d'un sous-espace vectoriel (deuxiéme exemple
ci-dessous).
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Exemple. Démontrer que F = {(y) eR3|x+y+z= 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
V4

— Attention ala rédaction. On a:

F:{(Z)Ix,y,zeRetx+y+z=0}={(_x§_y)|x,y€IR}={x(_(l)l)+y(_(1)l)Ix,yEIR}
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Ainsi, F est le sous-espace engendré par ( 01) et ( 11), en particulier F est un sous-espace vectoriel

de R3. O



Exemple. Soit n = 2. On considéere I'endomorphisme f de R, [X] défini par:
VPeR,([X], f(P)=X*P"—XP' +P

Déterminer Im(f).
— On sait que la famille (1, X,..., X™) = (X kyo<r<n est une base de R, [X]. Par conséquent, la famille
(fxX k))()s k<n estune famille génératrice de Im(f). Ainsi :

Im(f) = Vect(f(1), f(X),..., f(X™) = Vect(f (X*))o<ken
Ona f(1)=1, f(X)=0etsi2<sk<n:
FxX5 = X2k(k-1) X2 - XXM+ XF = (k(k-D - k+ D) XF = (k—-12XF
Ainsi : Im(f) = Vect(1,0, X2,4X3,..., (n—1)>X") = Vect(1, X2, X3,..., X". O

Différentes descriptions pour un méme sous-espace. De maniére générale, un sous-espace vec-
toriel (par exemple dans IK") peut étre décrit avec des équations ou comme espace engendré par
une famille de vecteurs. Voyons comment on peut passer d'une description a I'autre. Considérons
par exemple le sous-espace vectoriel de IK* :
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F= {(JZ') eK*|x+2y+3z—t=0etx+y+z+ t=0}
t

On considere le systeme formé par les deux équations et on applique la méthode du pivot. Ceci

permet d’exprimer certaines inconnues en fonction des autres :

; cF X+2y+3z—t=0 X+2y+3z—t=0 X+2y+3z—t=0
Z X+y+z+1t=0 —-y=2z+2t=0 p,—1,-1, y+2z-2t=0
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Par conséquent F = Vect (( ‘12) , ( z )) Partons maintenant d'un sous-espace engendré, par exemple :
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et cherchons a quelle condition un vecteur (JZ’ ) € IK* appartienta G :

t

t
On peut exprimer x et y en fonctionde z et ¢ :
X _ X z—3t X 1
x=2z-3t
[[er =1 = (1)) =)-;

— V4
7 y=-2z+2t 7 Z 1 0

A+p=x
X X 1 1 A— U=y
(%)ch»EI)L,ue]K, (JZ’):A((%)nLu(‘ll)c»Elﬂt,ue]K, _
t t 0 -1 H=2z
On obtient un systeme dont les inconnues sont A et p et qui possede des solutions si, et seulement

X
si, (JZ’ ) € G. On utilise la méthode du pivot:
t

Atp=x A+p=x A+pu=x

A-p=y -— T2U=Y =X Lpela-L s 0=y-x+2z [,—Ip+2s
p=z p=z p=z
—p=1t 0=t+2 [4,—14+I5 0=1+2 [,—L+Ls

Ce systeme possede des solutions si, et seulementsi, t+z=0et y—x+2z =0. Ainsi :

X
G:{(JZ’)E]I(4It+z:0ety—x+ZZ:0}
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