Sous-espaces vectoriels

o E estun K-espace vectoriel.

Comment démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E? 1Ily a trois points a établir :
©® F cE (engénéral c’est évident);
O F # ¢ (en général, on vérifie que O € F);

® On considere u,v e F et 1 € IK et on démontre que Au+veF.
Exemple. On considere A € #,(C) et on définit :
F={Me 4, (C)| AM = MA}

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de .4, (C).

— Par définition de F, on a F c /,(C) . Si on note 0,, la matrice nulle (de taille n x n), alors on a
Ax0,=0,et0,x A=0,donc Ax0, =0, x Aet0, € F. Par conséquent F est non vide @. Soient M
et N deux éléments de F et 1 € C. Avec les propriétés des opérations sur les matrices :

AAM+N)=AAM+AN=AMA+NA

(car AM = M A puisque M € F et AN = NA puisque N € F). On en déduit que AAM + N) = (AM +
N) A et ceci montre que AM + N € F . Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de .4, (C). [

Exemple. On note F ’ensemble des suites (u,) a valeur dans R telles que :
VnelN, upi2 = Up+1 + Uy

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de RN,

— Rappelons que RN est 'ensemble des suites (i) 10 2 valeurs dans R ; ¢’est un R-espace vecto-
riel. Par définition, on a F c RN @. La suite constante égale a 0 satisfait la condition donnée, donc F
est non vide ®. Soient u = () =0 €t v = (V) n=0 deux suites appartenant a F. On pose w = Au+ v,
on note cette suite w = (wy,) ;=0. Pour n € IN, on a alors w,, = Au, + v, et ainsi:

Whao = Wha1 — Wy = Aupg2 + Upg2) = Atper + Uns1) — Aup + vp)
=AMupt2 — Up+1 — Up) + (V42 — Unt1 — Up)
OrueFetveF,donc U2 —Up1—Up=0et vyi0— vy — Uy =0etainsi:
Wn+2 — Wntl — Wy = AMUpt2 — Up+1 — Up) + (Vps2 — Vps1 —Up) =0

Ceci montre que w € F . Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de RN, (]



A\ Lorsque I'on veut vérifier la condition ® dans le cas ot I'on travaille avec des suites, il est vive-
ment conseillé de considérer deux suites u et v appartenant a F, notées u = (i) =0 €t V= (V5) n>0,
poser w = Au+ v, notée w = (Wy) n»0 avec wy = Auy+ v, pour tout n. Il faut alors montrer que w € F
et on peut pour cela travailler avec les termes w,, de la suite w et ces termes s’expriment en utilisant
Up et vy,.

Exemple.
F={f:R—-RIVxeR, f(-x) = f(x)}

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de RF.
— Rappelons que R® est 'ensemble des fonctions définies sur R et a valeurs dans R; c’est un R-
espace vectoriel. Par définition, on a F c RR @. Si f est la fonction nulle, c’est a dire :

f: R - R
x — 0

alors pour tout x€ R, ona f(—x) =0= f(x) donc f € F ce qui montre que F est non vide M. Soient
fi et f> deux éléments de Fet A € R. Onpose g = Af; + fo. Onaalors ge RR et :

VxeR, gl-x0)=AfA+ L) (=xX)=Afi(=x) + fo(-x)
Comme fie Fet f,e F,ona fi(—x) = fi(x) et fo(—x) = f>(x) pour tout x € R, donc:
VxeR, gl-x)=Afx)+ fo(x)=gx)
On en déduit que g € F ®. Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de R, U

A\ Lorsque 'on veut vérifier la condition ® dans le cas ol I'on travaille avec des fonctions, il est
vivement conseillé de considérer deux fonctions fj et f, appartenant a F et de poser g = Af1 + f>. 11
faut alors montrer que g € F.



