Projeté orthogonal

o E est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire et F est un sous-espace vectoriel de di-
mension finie de E.

Qu’est-ce que le projeté orthogonal de u € E sur F? C’est 'unique vecteur ' tel que u’ € F et
u' — u € F+ (ce qui signifie : quel que soit v € F, (' — u,v) = 0). I faut retenir la représentation
graphique (1) ci-dessous (dans le cas particulier ou F est de dimension 2)
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Comment déterminer le projeté orthogonal de u € E sur F?
* Supposons que I'on connaisse une base (vy,..., v,) de F. Notons u' le projeté orthogonal de u
sur F, alors ' € F donc on peut décomposer 1’ sous la forme :

u'=xv1+-+x0p

avec xy,...,Xp € R. On sait de plus que u’ — u est orthogonal a tout vecteur de F, donc en
particulier :

Viell,pl, (¢ —u,v;)=0

W -u,v1)=0
On obtient donc le systeme : Clestadire:

(U —u,vp) =0

(X101 4+ xpvp, v1) = U, V1)

(101 4+ xp0p, vp) = (U, vp)
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C’est un systeme a p équations et p inconnues qui permet de déterminer x,...,x, et d'en
déduire u'.
* Siondispose d'une base orthonormée (ey,...,ep) de F, alors: u ={ej,u)e; +++ (ep,u)ep.

A quoi sert le projeté orthogonal de u sur F? La distance entre u et v’ représente la plus petite
distance entre u et un élément de F. Formellement :

|u—u| =min{lu-vl||veF}
Si on reprend les notations précédentes (avec (vy,..., vp) base de F) :
|u—u'||=min{|u—-(x1v1 +--+xpvp) | | x1,..., xp € R}

Ainsi, u' est 'élément de F le plus proche de u comme on le voit sur la figure (2) donnée plus haut
(le projeté orthogonal de u est en quelque sorte la meilleure approximation possible de u par un
élément de F).

Exemple. On considere I’espace vectoriel E = C([0, 1],]R) muni du produit scalaire défini par :
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Vf.g€E (f.g) =f0 fogde

(a) On considere les fonctions fy: t— 1, fi: t— t et fo: t — e’ (définies et continues sur [0,1]).
Déterminer le projeté orthogonal de f, sur F = Vect(fo, f1)-
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(b) Déterminer d = inf f (e'—at—p)*dr.
(a,p)€R? Jo

— On note g le projeté orthogonal de f> sur F (qui est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E).Comme g € F, il existe a, b € R tels que g = af; + b fy. Par définition de la projection orthogonale,
on doit avoir f — g € F*, or F = Vect(fy, fi) donc on doit avoir en particulier (£ —-g) L fyet (fo—g) L
fi. Sachant que g = afi + bf,, on a par bilinéarité :

{ b{fo, fo)+a(fi, fo) ={f2. fo)
b{fo. fi)+a{fi.fi)={fo f1)-

Avec (fo, fo) = [i1dt =1, (fo, fi) = f) tde = 112, (fi, i) = [y 2dE =173, (fo, fo) = fyy e'dt =e—1,
(o, f1) = fol te’dr =1 (cette derniére intégrale se calcule par intégration par partie) on obtient :

a=6(3-¢e)

b+za=e-1 b+za=e-1
{ b=4e-10

<~
1 1, _ 1, _ 4.1
§b+§a—1 ﬁa— —z(e—l).
doug:te€[0,1] — 6(3—e)t+4e—10. Notons que la quantité d est bien définie, car un ensemble non
vide de réels positifs admet toujours une borne inférieure. On a:

1 1/2
min Uo (et—at—ﬁ)z) =ary1%i€r]§||fg—af1—ﬁfo||=frgin I-fl=If-s|

a,peR € ( fo.fi)

On en déduit (par élévation au carré) que d = || f> — gll>. Il ne reste donc plus qu'a calculer cette
norme :

1
d= ||f2—g||2:f0 (e’ —at—b)*dtavec a=6(3—e) et b=4e—10

57 7€* |
=20e— CRTE apres calculs.



