Les probabilités conditionnelles

Qu’est-ce qu'une probabilité conditionnelle? Lorsque I'on s’intéresse a un évenement (et a sa
probabilité), il arrive qu’en obtenant des informations supplémentaires on soit amené a faire évo-
luer la valeur que I'on attribue a sa probabilité. On définit la probabilité conditionnelle d'un évene-
ment A sachant qu'un événement B est réalisé par :

P(AnB)

P(A|B) = PB)

P(A|B) se lit « probabilité de A sachant que B est réalisé. » On le note également Pp(A) car il s’agit
d’une nouvelle probabilité. On dispose alors de deux mesures de probabilité : P(A) est la probabilité
d'un évenement A sans information supplémentaire, Pz (A) est la probabilité de A avec I'informa-
tion supplémentaire que I'événement B est réalisé.

Comment utiliser des probabilités conditionnelles ?
*Avec la formule des probabilités totales. Si on s’intéresse a la probabilité d'un événement A et que
I’on connait les probabilités conditionnelles P(A|B) et P(A|B), alors :

P(A) =P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)

Plus généralement, si By,..., B, constituent un systeme complet d’événements (c’est a dire que
By,..., B, sont deux a deux disjoints et leur réunion est égale a Q2), alors on aura :

P(A) =P(A|B1)P(B1) + -+ P(A|B,)P(By)

Exemple : on considére deux urnes U; et U, 'urne U; contient une boule blanche et deux boules
noires, 'urne U, contient une boule noire et deux boules blanches. On choisit 'une des deux urnes
aux hasard et on tire une boule, quelle est la probabilité d’obtenir une boule noire? On note U;
I’évenement « on choisit I'urne i » et N I'évéenement « on a tiré une boule noire. » Alors :

On a P(U;) = P(Uz) = 1/2 (c’est le choix « au ha-
1 sard »), P(N|Ujy) = 2/3 car il y a 3 boules dans U;
2 | dont 2 noires et P(N|Uz) = 1/3 car il y a 3 boules

dans Uy dont 1 noire.

*Avec la formule des probabilités composées. Par définition d'une probabilité conditionnelle :

P(N) =P(N|UDP(U1) + P(N|U2)P(Uz) = g x -+ % X

N | =

P(ANB) =P(A)P4(B)



On peut démontrer des résultats analogues pour des intersections d'un nombre quelconque d’éve-
nements :

P(ANBNC) =P(A)PA(B)P4np(C)
P(ANBNCN D) =P(APA(B)PAn(C)PanBnc(D)

etc. Cette méthode est bien adaptée au cas ou plusieurs événements s'enchainent dans le temps et
chaque évenement influe sur ceux qui arrivent ensuite. Exemple : on dispose d'une urne contenant
4 boules noires et 2 boules blanches. On effectue des tirages successifs en remettant la boule tirée
dans I'urne quand elle est blanche et sans la remettre quand elle est noire. Quelle est la probabilité
d’obtenir une boule noire suivie de deux blanches? Notons B; (respectivement N;) I'évenement « la
i-ieme boule tirée est blanche (respectivement noire) » alors :

Py, (B2) = 2/5 car en supposant Np vrai, il
reste 5 boules dans l'urne dont 2 blanches
et Py, nB,(B3) = 2/5 car en supposant N; et
By vrais, il reste 5 boules dans 'urne dont 2
blanches.

P(N1 N B, N B3) = P(N1)Pp;, (B2)PpynB, (B3) = = x = x
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Comment calculer des probabilités conditionnelles ?
*En appliquant la définition. Exemple : on lance un dé équilibré, quelle est la probabilité d’obtenir
6 sachant que le résultat est pair? On note A I'événement « on a obtenu un 6 W» (sans information
supplémentaire, P(A) = 1/6) et B I'événement « le résultat est pair. » On alors P(B) = 1/2, An B est
I’évenement « le résultat est pair et égal a 6 » autrement dit An B = A etainsi:
P(AnB) 1/6 1
PABB)=———=—7-=72
P(B) 1/2 3
La probabilité de A sachant B réalisé est donc 1/3.
*En utilisant 'énoncé. 11 est en effet fréquent que les informations données dans I'énoncé se tra-
duisent sous forme de probabilités conditionnelles. Exemple : on dispose d'un test médical permet-
tant de détecter la présence d'une certaine maladie. Aucun test n’étant parfait, il est possible qu'une
personne malade ne soit pas détectée par le test. Il est également possible qu'une personne n'ayant
pas contracté la maladie soit quand méme testée positivement. Supposons par exemple que le test
détecte la maladie pour 99% des personnes qui sont réellement malades et qu'’il soit positif pour
0.04% des personnes qui ne sont pas infectées. Si on note T I'événement « étre testé positivement »
et M I'’évenement « avoir contracté la maladie » ces données numériques se traduisent par les pro-
babilités conditionnelles P(T|M) = 0.99 et P(T|M) = 0.04- 102,
*En utilisant la formule de Bayes. Cette formule permet de passer d'une probabilité conditionnelle
du type P(A|B) a une probabilité conditionnelle du type P(B|A). On peut la retrouver trés simple-
ment en utilisant la définition des probabilités conditionnelles (et la formule des probabilités to-
tales) :

P(BnA) P(AIB)P(B) P(A|B)P(B)

P(B|A) = = —
P(A) P(A) P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)

Exemple : on reprend les données de I'exemple précédent et on suppose de plus que 0.03% de la
population est atteinte de la maladie (maladie rare). On suppose que le résultat du test est positif,
quelle est la probabilité que la personne soit malade? On s’'intéresse ici a la probabilité condition-
nelle P(M|T). Ona P(M) =0.03-1072, P(M) =1 -0.03-10"2 et avec la formule précédente :

P(TIM)P(M) 0.99 x 0.03-1072

= — — = ~0.42
P(TIM)P(M) +P(T|IM)P(M) 0.99x0.03- 10724+0.04-1072 x (1-0.03-1072)

PM|T)
Iy a42% de chances que la personne soit réellement malade.
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