Analyse asymptotique

o On traite principalement (mais pas uniquement) le cas des suites.

I. Obtenir un équivalent

o Les équivalents usuels :
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sin(x) ~ x; cos(x)—1 ~ ——; expx)—-1 ~x Inl+x) ~x (QA+x0%-1 ~ ax
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(@ indépendant de x). Les opérations autorisées :
* Siup~wyetv,~ty, aors uyv, ~wyt, (produit);
e Siu,~wyetv,~ty, aors u,/v,~wylt, (Quotient);
e Siu,~v,etv,>0apartir d'un certain rang, alors u; > 0 a partir d'un certain rang et quel que
soit a € R (indépendant de n), uf ~ v5.

n
On peut aussi utiliser : si u, ¢ avec ¢ une limite finie et non nulle, alors u,, ~ ¢.
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Exercice 1. Equivalent de u, = e!/"*—— X"~
nin(n)

/\ On ne peut pas faire de sommes d’équivalents :
Up~WpetUy~ty == Up+Up~Wn+1y
Plusieurs possibilités dans ce cas :
* Revenir a la définition, rappelons que :
Un

Up~Up <> — —— 1
vy, n—+oo

Par exemple, on considere u,, = vn+1+vn+2.0Onsaitque vn+1 et Vnetvn+ 2 ~ N
—1+00 —+00
On imagine donc que uy, = 2+v/n. On ne peut cependant pas I'affirmer directement car au-
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cun résultat du cours ne permet de faire de somme d’équivalents. On considere le quotient :
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Ainsi Up
1ns1 ——
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1, donc par définition u,, ~ 2v/n;
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e Déterminer quel est le terme prépondérant dans la somme. Par exemple, sachant que In(n) =
o(n),ona n+In(n) = n+o(n) et on en déduit que n +1In(n) ~ n;

e Traduire u, ~w, et v, ~ t, avec u, = wy +o(wy) et v, = t, + o(t,) puis faire la somme :
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o Il estimportant de noter que : u, ~ V,<>=uy — Uy = 0(Vy)<>Uy, = Uy +0(Vy).

IIl. Obtenir un développement asymptotique
o Les relations usuelles de négligeabilité :

e SiaeRetf>0,alors Inn)® = o(nf); * SiaeReta>1,alors n =o(a");
e SiaeRetf>0,alors n% = o(el"); * SiaeRR, alors a” = o(n).
Les opérations autorisées :

e Siu,=o(wy) et v, =o(wy), alors u, + v, =o(wy);
* Siu,=o(wy) et v, =o0(ty), alors u,v, =o(wyty);
e Siu, =o(wy),alors u,v, =o(v,wy);
* On ales mémes résultats en remplacant o par O.
On peut aussi utiliser : si u,, e 0, alors u, = o(1) (réciproque vraie).

Exercice 2. Déterminer un développement asymptotique de /xIn(1 + x) lorsque x — +oo.
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o On peut aussi revenir a la définition : u, = o(v,)<>— 0.
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Exemple. On considére f(x) = exp(~1/x?). On imagine que f(x) = oo(xz). Pour le justifier, on
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considere le quotient :
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en posant u = 1/x%. On a ainsi u — +00, par croissances comparées uexp(—u) - 0, donc par
X— —T
composition des limites : f(x)/ x2 0 0 et par définition f(x) = o O(xz). O
X— X—

1. Quelques points supplémentaires

¢ Les résultats sur la relation O :
e Pour les opérations, les résultats sont les mémes que pour o;
up,= 0 (V)<= (ﬂ) est bornée;
n—+oo Un
e Si uy ~ vy, alors u, = 0(v,) (réciproque fausse);
Si uy, =o(vy), alors u,, = O(v,) (réciproque fausse);

Si (uy,) est bornée, alors u; = O(1) (réciproque vraie).

o Il faut toujours simplifier au maximum une comparaison. Pour cela, on utilise les résultats sui-
vants :

e Simplifier un équivalent : si u, ~ v, et v, ~ wy, alors u, ~ wy;

e Simplifieruno:si u, = o(vy) et v, ~ wy, alors u, = o(wy);

e Simplifier un O : si u, = O(v,) et v, ~ wy, alors u, = O(wy).



