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Les calculatrices sont interdites.

Pensez a laissez une marge sur les copies, au minimum 5 cm.
Probleme |

Présentation générale

Dans ce probléme, nous allons étudier la notion d’endomorphisme cyclique dont la définition est
donnée ci-dessous. Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie 7 € IN*. On
rappelle que pour tout entier p € N*, on note :

f=ids, f'=f, fi=fof, fP=fo-of.
——
p fois

On dit que I'endomorphisme f est cyclique s’il existe un vecteur v € E tel que la famille
(v @), 7))

soit une base de 'espace vectoriel E.

Ce probleme est composé de quatre parties indépendantes. Les trois premiéeres sont consacrées a
I'étude de différents exemples. Dans la derniéere partie, on détermine une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un endomorphisme diagonalisable soit cyclique.

Partie 1 Etude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considére 'endomorphisme f : R? — R? défini par :

V(x,y) €R?, f(x,y) = dx-2y,x+Y)

1. En considérant v = (1,0) € R?, montrer que f est un endomorphisme cyclique de R?.
2. Déterminer les valeurs propres de f et donner une base de chaque sous-espace propre de f.
3. Existe-t-il un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R??

Partie 2 Etude d’un deuxiéme exemple
Dans cette partie, on considére I'endomorphisme g : R® — R? dont la matrice dans la base canonique

est:
0 -1 1
M=[-1 0 -1|e5(R)
1 -1 0

4. Montrer que I'on a la relation g2 = g +2idps.
5. Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

6. Lendomorphisme g est-il cyclique?
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Partie 3 Etude d’un troisiéme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n € IN\ {0, 1} et on considere I'application A définie sur R, [X] par :
VPeR,[X], A(P)=P(X+1)-P(X)

Par exemple, ona A (X?) = (X +1)> - X?>=2X+1

7. Montrer que A est un endomorphisme de R, [X].

8. Soit k € [0, n]. Calculer A (X k) sous une forme développée.

9. En déduire que si P € R,[X] est un polyndme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.

10. Montrer que 'endomorphisme A est cyclique.

Partie 4 Cas d'un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considere un endomorphisme diagonalisable & d'un C-espace vectoriel E de
dimension finie n € IN*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs
propres de h pour que cet endomorphisme soit cyclique.

Comme I'endomorphisme & est diagonalisable, il existe une base 98 = (vy, ..., v,) de 'espace vectoriel
E composée de vecteurs propres de h. Pour tout k € [1, n], on note Ay € C la valeur propre associée
au vecteur propre vy.

Soit v € E. Comme 2 est une base de E, il existe (a;,...,a,) € C" tel que :

vV=a1V1+:-+a&ulpn
11. Montrer que pour tout pe N*, on a:

hP (v) = alﬂtfv1+~~-+an/lZvn

12. Montrer que le déterminant de la famille & = (l/, h(v),..., k"1 (v)) dans la base 28 est égal a:

detg(F)=a;---a, 1_[ (Aj—ﬂi)

1<i<js<n

13. Conclure que £ est cyclique si, et seulement si, il admet n valeurs propres distinctes.



Probléeme 11

Si n et k sont deux entiers naturels, on note [ ﬁ ) le nombre de parties a k éléments d'un ensemble a n

éléments.
On note E lespace vectoriel des fonctions définies sur Uintervalle [0,1], & valeurs dans R et de classe C'.
On pose pour f € E :

VB |l = sup (7]

Partie 1 Norme et suite de fonctions
1. Démontrer que 'application || ||, €st une norme sur E.

2. On définit, pour n € IN*, la fonction :

far 10,11 — R

x — =+

Etudier la convergence simple, puis la convergence uniforme, de la suite de fonctions (f;,) sur l'inter-
valle [0, 1].
Partie 2 Quelques calculs de sommes

Dans cette partie, x est un nombre réel et n est un entier naturel.

n
3. Montrer que ) ( Z) k- k=1,
k=0

n
4. Montrer que Z k ( Z] **1-x""*=nx.
k=0

n
5. Montrer que Z k(k-1) [ Z] xk(l - x)”_k =nn-1)x>
k=0
B x(1—x)

n k 2
6. Déduire des questions précédentes que Z (x - ﬁ) ( % ] k@ -x)n* P

k=0
Partie 3 Majoration d’'une somme
Soitn e IN* et x € [0,1]. Le but de cette partie est de majorer la somme

x—%‘ [’,3] xka-xnk

n

Sx) =)

k=0

On note

k
e V l'ensemble des entiers k € {0, ..., n} tels que | x — .

k
o W l'ensemble des entiers k € {0, ..., n} tels que |x — —
n

k|, )
x—ﬁ‘ (k] *A-x0"FerSy(x) = Z

=
I
S|
~—
a3

et on pose Sy (x) = Z ] xk@ - x)nk,

keV

7. Montrer que Sy (x) <

Bl



x(1—x)

i

8. Montrer que Sy (x) <

5
9. En déduire que S(x) < ——.

4v/n
Partie 4 Application a I'approximation uniforme

Pour f € E et n € IN*, on définit le n-ieme polynéme de Bernstein de f, noté B, (f) en posant pour tout
x€[0,1]:

L k n k n—k
Bu(f)(x) =) f(— (k] x*(1-x)
k=0 \7

Le but de cette partie est d’étudier || B, (f) — flloo-

10. On considére, dans cette question uniquement, que f est la fonction définie par f(x) = x? pour
x €1[0,1].

Déterminer, pour tout n € IN*, le polyndme B, (f).

Que peut-on en déduire sur || B, (f) — flloo lorsque n — +00?

11. Démontrer que pour tout f € E, il existe un réel My >0 tel que :

V(x,») €10,11% |f(x) - fF)] < My|x—y]

12. Soit f € E. Montrer, pour tout x € [0, 1], la relation :

n

By(N)(x) - f(x)=)_ (f(%)—f(x)) (',3] 1=k

k=0

c
13. Montrer que si f € E, alors il existe un réel c¢ = 0 tel que, pour tout € IN*, | B, (f) — f| < \/—f_

n
14. Que peut-on en déduire concernant la suite de fonctions (B, (f)) nemn+ ?

15. Déduire de ce qui précede le résultat suivant :
Pour toute fonction f : [0,1] — R de classe Clet pour tout € > 0, il existe un polynéme P € R[X] tel que :

Vxel0,1], P(x)—e<s f(x) s P(x)+¢

Partie 5 Une application

16. On considere une fonction f € E telle que :

1
Vne]N,f x"fx)dx=0
0

Que peut-on en déduire sur f?



Correction DS 4

Probléme |

Source : CCP PC 2023 exercice 1.
Partie 1 Etude d’un premier exemple
1. Par définition de f, f(v) = (4,1). On a alors :
61[=1#0
donc la famille (v, f(v)) est une base de R?. Par définition, f est un endomorphisme cyclique de R?.

» Image, base (2), conclusion

2. On détermine le polynéme caractéristique de f :

xrx) = (-D*det(f - xid) = |47 2| =@ -1 -0 +2=x*—5x+6=(x—2)(x - 3)

1-x

On a donc Sp(f) ={2,3} et rest scindé a racines simples donc chaque sous-espace propre de f est
de dimension 1. On note que :

donc (G)) est une base de E,(f). Soit (;) eR?:

4x-2y=3x

_ <:>x—2y=0<:>(x)=(2y)
x+y=3y

(i)ﬂgm*:»{ vy

Donc ((i)) est une base de Es(f).
» x r définition, (x —2)(x-3), Sp(f) = {2,3}, (1,1), (2,1)

3. Considérons v un vecteur propre de f, par exemple v = (1, 1). Alors v # Oet v, f(v) sont colinéaires
donc (v, f(v)) n'est pas libre donc (v, f(v)) n’est pas une base de R2.

» Exemple, liée, conclusion

Partie 2 Etude d’un deuxiéme exemple

2 -1 1 0 -1 1
M>-M=|-1 2 =-1|-[-1 0 -1|leszR) =21

1 -1 2 1 -1 O

4. Oncalcule:

On a donc M? = M + 2I3 et comme g est canoniquement associé a M, g2 = g +2id.
» Justification g® = g +2id

5. D’apres la question précédente, le polynome P = X? — X — 2 est annulateur de M. On trouve
P = (X-2)(X+1) donc P est scindé a racines simples sur R donc M est diagonalisable sur R et
de plus Sp(M) < {2,—1}. On en déduit également que y s est scindé sur R donc la trace de M estla
somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité. Comme tr(M) = 0, on a nécessairement
2 qui est valeur propre de M de multiplicité 1 et —1 valeur propre de M de mutiplicité 2, donc
Sp(M) = {2,-1}.

» Annulateur scindé rac. simple, diagonalisable, inclusion, égalité {2, —1}



6. Pour tout vecteur ve€ R3,on a:
gz(v) =g +2v

donc la famille (v, g(v), gz(v)) est liée et ce n'est par conséquent pas une base de R3. Par conséquent,
I’endomorphisme g n’est pas cyclique.

» Relation, famille liée, non cyclique
Partie 3 Etude d’un troisieme exemple

7. Pour BQeR,[X]et eR,ona:

AAP+Q)=AP+Q)(X+1)-(AP+Q)(X)=AP(X+1)+Q(X+1) - AP(X) - Q(X)
= AA(P) +A(Q)

donc A est linéaire. On sait que R, [X] = Vect(1, X,..., X™), or pour tout k € [0, 1] :
AXRH) = X+ 1= X*eR,[X]

On en déduit que R, [ X] est stable par A, donc A définit un endomorphisme de R, [X].
» Linéaire, argument degré, rédaction, conclusion

8. Soit k € [0, n], on utilise le bin6me de Newton :
k k
ky _ k k _ k j k _ k j
AXSH=X+D =X _Z()(j] X/ -Xx _ZO [j)Xf
Jj= Jj=

avec en particulier AXY =0.
» Simplification, conclusion

9. Considérons P € R,[X] un polyndme non constant, noté :

d
P=Y apx*
k=0

avecd =degP =1, ay,...,aqg € Ret ag #0. Par linéarité de A :

d d-1
APP) = Y arAXY) = agA XD+ Y. apAX®)
k=0 k=1
k-1 _
car A(1) = 0. On a noté a la question précédente que pour k € [1, n], AXF = Z [ ’]C ] X/ donc:
j=0

degA (X =k-1

et ainsi:
d-1
arAX5 | <d-2

deg(
k=1

Par ailleurs, deg(azA(X 4))=d -1, on adonc deg(A(P)) = d —1 car c’est la somme d'un polynéme de
degré d — 1 et d'un polynéme de degré strictement inférieur a d — 1. On a donc:

deg(A(P)) =d—1=deg(P)-1
» Ecriture, degré d, degré < d — 1, conclusion

10. Considérons un polynéme P de degré n, par exemple P = X" ainsi que la famille & = (B, A(P),..., A" (P)).
D’apres ce qui précede, pour k € [0, n], A¥(P) est de degré n— k. La famille % est donc une famille
d’éléments de R, [X] qui est échelonnée en degrés, elle est donc libre. De plus card# = n+1 =

dim R, [X] donc & est une base de R,[X]. Ceci montre que A est cyclique.

» X", famille, échelonnée, base, conclusion



Partie 4 Cas d'un endomorphisme diagonalisable

11. On considére pour p € IN ’hypothése de récurrence :
H(p):hP(v) = al/lf ni+-+aAbo,

Comme h° =id et A(l’ =..-= A% =1, #(0) est vraie. Soit p € IN, on suppose que #(p) est vraie. On a
donc:

hP (v) = aM’fvl +o+apAhv,
et par linéarité de h :
hP* () = h(hP (1)) = h(@1 AL vy + -+ ap Al vp)
= (xl/l’fh(vl) +eet an/lfl)h(vn)
= alxlval +---+an/1Z+1vn
donc #(p + 1) est vraie. Par récurrence, #(p) est vraie pour tout p € IN.

» Hypotheése, initialisation, hérédité 2, conclusion | 5 | On demande une démonstration, il faut faire
une démonstration

12. Ona:
@ aAy - @Al 1 Ay e AR
detg(F) = detMatg(F) = a.g a2./12 alezg_l =ar--ay 1 /1.2 /121:_1
dn an.ﬁn an/l.Z_l 1 )Ln AZ._I

On reconnait un déterminant de Vandermonde :
detg(F) =ar-an [[ A;-1)

l<i<jsn
» Ecriture, expression Vandermonde, conclusion

13. On suppose h cyclique. 1l existe alors un certain vecteur v € E tel que la famille & soit une base
de E.On aalors:

detg(F)=ar--an [|] (Aj-21)#0

1<i<js<n
ce qui implique en particulier :

[ Aj-2)#0

1<i<j<n

etdonc Ay,...,1, sont deux a deux distincts, ainsi # admet rn valeurs propres distinctes.
On suppose que /2 admet n valeurs propres distinctes, autrement dit 14,..., A, deux a deux distincts.
On considere le vecteur :

v=U1++ U,

ce qui revient a prendre a; =--- = a, = 1 dans les questions précédentes. On a alors :
detg(F) = [] (A;j-A)#0
1<i<j<n

donc la famille & est une base de E, donc & est cyclique.
Léquivalence est démontrée.

» Supp. & cyclique, base, déterminant, valeurs propres
» Supp. valeurs propres, vecteur, déterminant, base



Probléeme 11

Source : Centrale PC 2012 partie 1 adaptée.

Partie 1 Norme et suite de fonctions

1. Si feE, alors f estde classe C! sur [0,1]. On en déduit que les applications f et | f| sont continues
sur le segment [0, 1]. L'application | f| est donc bornée et atteint ses bornes de sorte que la borne
supérieure de | f| est bien définie (c’est méme un maximum). Ainsi, || f |l est bien définie. De plus,
on a clairement || f|lo, = 0 pour tout f € E. Pour f,ge€ E,ona:

vxe 11, £+ 80| <[ £00] + [g] < [ £l + Il

On en déduit que || flloo + I gllco €5t un majorant de 'ensemble {| f (x) + g(x)| | x € [0, 1]}. Par définition
de la borne supérieure :

I+ &l = supl£eo + g0l 1 xe 0,11} < £l + gl
Pour1eR:
1A f ]| = sup{[Af ()| 1 x € 10,11} = sup{IAI- [ f(0)] I x € 0,11} = [Alsup{| f(x)| I x € [0, 11} = 1Al | f| o
Supposons maintenant que || f|l.o = 0. On a alors :
vxe(0,1], 0<|f)| < || f]l=0

et la fonction f est nulle sur le segment [0, 1], c’est a dire f = 0. Lapplication ||| ||, €St une norme sur
E.

» Définition, positivité, inégalité triangulaire, homogénéité, définie-positive

2. Pourtoutxe[0,1]:

x I’l - 2 2
falx)=—+ X X
n n n—+oo

Par conséquent, la suite de fonctions (f;,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f: x — x2.

On a ensuite :

2

_]_ —
VxE[O,I],fn(X)—f(x)=£+n o=t
n n n
|x — x?| L
\fn(x)— f (x)|= < — (indépendant de x)
n
On en déduit que :
2
1fn=Flloo <+ 7 ©

Par conséquent, la suite de fonctions (f;;) converge uniformément vers f sur [0, 1].
» Limite, convergence simple
» Majoration, indép. x, norme oo, limite, conclusion



Partie 2 Quelques calculs de sommes

3. Il s’agit simplement de la formule du bin6me de Newton :

n
Ya,beR, (a+b)" =) (Z] akp"k
k=0

n
Appliquée avec a= x et b=1—-x, elle donne  »_ ( % ] *Fa-xnF=1.
k=0
» Binome de Newton

4. Méthode 1. Pour ke [1,n]:

nY _ knt n! B nn! B nel
k [’C) T kn-k)! k-D((n-D-(k-1)! (k=DN(n-1)-(k-=1)! - (k—l)

On peut supprimer le terme correspondant a k = 0 dans la somme puisqu’il est nul :
n n n
Yk [ z) Fa-n"F=Y k (Z] Ka-x0"F=3Yn [ nl ] xFa-xnk
k=0 k=1 k=1

On réalise un changement d’indice :

n n—-1
k=0 k=0

n-1
=nx ) ( . ) HFA-n DD = px(x+1-x""" = nx
k=0

(toujours avec la formule du binome).
Méthode 2. On considere x € R fixé et on définit la fonction :

fit— i [Z] t*1-xnF

k=0

Avec la formule du bindbme de Newton, on a f(¢) = (¢ + 1 — x)” quel que soit ¢ € R. La fonction f est
dérivable et en dérivant chaque membre de cette égalité, on obtient :

n
VteR, ) ( Z] kt* 11 -x0"F=ne+1-0""
k=1
En multipliant par ¢, on obtient :
n
VteR, ) ( 75] ktf(1-0"% = net+1-x0"""
k=1
On applique avec t = x :
n
Y ( e ) kx*(1- 0" *=nx(x+1-x""'=nx
k=1
On peut faire commencer la somme a 0 car le terme pour k = 0 est nul et ainsi :

ké) ( Z] kx®(1-x)"F = nx

» Méthode, mise en ceuvre, conclusion



5. On propose de méme deux méthodes.
Méthode 1. On utilise ici pour k € [2, 1] :

k(k-1) [Z] =nn-1) [zzg]

et ainsi :

kX:)k(k—l) (Z] xk(l_x)n—kzén(n_l) (zj] -k

n-2

=n(n-x* Y [ e ] K21 = )2k
k=0

=n(n- l)x2

Méthode 2. On dérive une nouvelle fois :
n
vieR, Y (1) k-0 20— 0" = nn-n+1- 0"
k=2
En multipliant par ¢, on obtient :
n
vieR, Y (%) kk=DiF1- 0" = nin-D A+ 1- 9"
k=2

On applique avec t = x :

> ( 4 ] k(k—Dx*1-0" =nn-Dx*x+1-0"%=nn-1x*
k=2

On peut faire commencer la somme a 0 car les termes pour k =0 et k = 1 sont nuls et ainsi :

n

> (%) k=¥ - 0" = ntn -2
k=0

» Méthode, mise en ceuvre, conclusion

6. On développe avec les identités remarquables et on fait apparaitre les expressions des questions
précédentes :

n (X_S)Z (g] xFa-xk= i(x2—2x5+k—2) [Z] k(1 - ek

k=0 k=0 n n?
n k k(k-1 k
= Z(xZ—Zx—+ ( 5 )+—2) (Z] xk(1-x)"k
= n n n
=x*) (Z] xk(l—x)”_k—(—x——z)Zk [Z) k- xnk
k=0 n. ntji=p

1 & k n—k
+;k§0k(k—1) [Z] x*(1-x)

2x 1 1 x n-1
:xz—(———z)nx+—2n(n—1)x2:x2—2x2+—+ x?
n o n n n n
x 1, x(1-x)
= —-—X =
n o n n

! k)? x(1-x
On a ainsi démontré que Z (x— —) [ s ] 1 -x)" k= g
k=0 - n
» Développer, faire apparaitre k(k — 1), simplifier



Partie 3 Majoration d’'une somme

7. Par définition des ensembles V et W, on a Sy (x) + Sy (x) = S(x). Pour k€ V,ona:

n \\/ﬁ
et ainsi :
— _k n n—k ki _ ,\n—k
Sv(x)—kievx n‘[k]x(l X) s—\/_ ( ]x(l X)

&
i [ ]xk(l—x)”_kz

ﬂl

car les quantités x*(1 — x)"~* sont positives puisque x € [0,1]. On a donc | Sy(x) <

8l sl

» Majoration de Sy (x)
8. Pourke W,ona:

1<\/ﬁx—k
n
et ainsi:
_ kL (nY ke n-k Skl (Y ok onk
Sw(x)—kg;vx n.[k]x(l x) s\/ﬁk;‘/x p [k]x(l x)
& _ (1-x)
svn ) [x-=|*[7 xk(l—x)”k:x—
4 (¥) NG
x(1—x)

On adonc Sw(x) < NG
» Majoration de Sy (x)
9. En ajoutant les deux inégalités obtenues aux questions précédentes :
1 x(l x) 1+x(1-x)
Vil v va
Une étude rapide de la fonction x — 1 + x(1 — x) permet de montrer que 1 + x(1 — x) <5/4 et ainsi :
5

ay/n

S(x)=Sy(x)+Sw(x) <

S(x) =

» Majoration de x(1 — x) et conclusion
Partie 4 Application a I'approximation uniforme

10. Onnoteici f: x+— x?. Pour x € [0,1], on a alors avec les résultats de la partie 2 :

nok? nok(k—1)+k
By =) — [75] Fa-xnrk=y LA [’,Z] xka-x)"k

k=0 k=0 n?
1 ¢ k Kk, 1y k k
=— 2 k(k-1) [’,3] A=+ 5 ) k (Z] x1-x)""
k=0 " k=0
nx+nn-Dx* x n-1,
= > = — + X
n non

On retrouve ainsi que B, (f) = f, suite de fonctions étudiée dans la premiére partie.
D’apres la question 2, [1Ba(f) = flleco ——=0 .

» Faire apparaitre k(k — 1), terminer le calcul
> Partie 1, | B, (f) ~ flloo ——0[2]



11. Lapplication f est de classe C! sur le segment [0, 1] donc I'application | f'| est définie et continue
sur le segment [0, 1]. Elle admet donc une borne supérieure sur ce segment et on note :

My = sup '] =]
x€[0,1]
Linégalité des accroissements finis appliquée a f sur le segment [0, 1] donne alors :
Vxel0,1], | f(x) - F()| < Mg|x-y|

» Fonction | f’| majorée puis inégalité des accroissements finis, expliqué correctement

n
12. Soit x € [0,1]. On utilise la relation Z [ ﬁ ] xk(l — x)"_k =1:
k=0

B e (R (0 kg ok S () ke an—k
By -fx)=) f p | xF1-x) fY ] x*a-x»
k=0 \I k=0

-EE) o) (1)

n

k _

On abien Ba(H@-f) =Y (f(;) —f(x)) (#) #a-0m
k=0

» Utiliser la question 3, regrouper les sommes

13. On combine les résultats des deux questions précédentes :

> (f(g)‘f(x)) (ﬁ] k-t

Vx€[0,1], |Bu(f)(x) - f(x)| =

k=0
¢ E _ n ki _ n—k
<) |f f@l ] x*a-x
k=0l \7
1 k
<y Mf‘——x (#) #*a-0""*=mpse
k=0 n
Puis, avec le résultat de la question 9 :
Vxe 0,11, |Balf)(0) - f)] <
x€1[0,1], X)-fx)|s—=
c
On en déduit que || Bn(f)— fllo < \/—fﬁ en posant ¢y =5My/4.
» Question 11, question 12, question 9
c
14. Comme 2L 0, on a par encadrement :
Vn n—+oo
1B2(N = Flloo 520

Par conséquent, la suite de fonctions (B (f)) converge uniformément vers f sur [0, 1].
» Encadrement, convergence uniforme

15. Soit f:[0,1] — R de classe C! et soit £ > 0. Soit un entier n € IN* tel que cflv/n < e. Pour cet
entier n,on a [|B,(f) — flleo < € C'est a dire:

vx€[0,1], |Bu(f)(x)— f(x)| <e
ou encore :
Vxe[0,1], Bu(f)(x) —e< f(x) <Bu(f)(x) +¢

et B,(f) est bien un polynéme de R[X].
» Explications



Partie 5 Une application

16. Onvadémontrer que f est nulle sur [0, 1]. On va considérer pour cela la suite de fonctions (g,) n>1
enposantpour n=1:g, = B,(f) x f.
* On sait que la suite de fonctions (B, (f)) converge uniformément, donc simplement, vers f sur
[0,1], onadonc:

Vx€[0,1], gn(x) = Bn(f)(x) x f(x) J(€))

n—-+oo

La suite de fonctions (g,,) converge donc simplement vers f2 sur [0,1].
* Onadeplus:

Vn=1, Yxe(0,1], |g,(x) - f2(0)| = |Bn(H)(x) = FE) fF(0)| = | f)] |Bn(H) () - f(0)]
<[ £ 1o 1B () = flloo

Par définition de || ||s, on en déduit :

Vn=1l, ”gn_fZ“ooS ”f”oo”Bn(f)_f”oo

0 donc par encadrement ||g,, — f oo —0 0 et la suite de fonctions
n—+oo

O 1B(f) = flloo ——
(gx) converge uniformément vers f2 sur [0, 1].

* Les fonctions g, sont continues sur [0, 1], on peut donc appliquer le théoreme d’échange limite
intégrale avec convergence uniforme et on obtient :

1
f fz(x) dx
0

* Considérons maintenant »n = 1. Par définition, B, (f) est une combinaison linéaire des poly-
nomes X*(1 - X)" ¥ avec k € [0, n] et ces polyndémes sont de degré n donc B, (f) € R, [X], on
le note :

1
f gn(x)dx
0

n—-+oo

n
Bn(f) = aan +an_1Xn—1 + ,,.+a1X+ ay = Z aka
k=0

avec dy,...,a, € R.On a alors:
1 1 1 n
fgn(x)dx:f Bn(f)(x)f(x)dx = Zakxkf(x)dx
0 0 0 k=0

n 1
=) ag f xk f(x)dx (parlinéarité de I'intégrale)
k=0 0
=0

car on a supposé que pour tout k € IN, fol xFf(x)dx=0.
* Par unicité de la limite, on a fol f(x)?>dx = 0. De plus, la fonction f? est continue et positive sur
[0,1] donc pour tout x € [0,1], f2(x) = 0. On en déduit que f est nulle sur [0, 1].
» Résultat, utilisation de ce qui précede, justifications
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