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Les calculatrices sont interdites.

Pensez a laissez une marge sur les copies, au minimum 5 cm.
Probléme |

Pour tout entier naturel n dans IN*, on note

On consideére les suites (Uy) neN+ €t (Vn) nelN+ définies par :
u = 1

1 1
pournz2,u,=—+In|1—-—
n n

1 1
pournz1,v,=—-In|1+—
n n

1. Rappeler le domaine de définition de la fonction (x — x +In(1 — x)). Préciser son développement
de Taylor a 'ordre 2 en 0.

2. Soit n = 2 un entier naturel. Quel est le signe de u,,?

3. Déterminer un équivalent de u;,, puis justifier que la série Z u, est absolument convergente.
n=1

4. Etudier la fonction f: x — x —1In(1 + x) sur [0, 1].

5. Déterminer un équivalent de v, puis justifier que la série Z v, est convergente.
n=1

6. Soit n = 2 un entier naturel. Exprimer en fonction de n, v, — uy.
n
7. En déduire une expression de Z (v — ug) en fonction de n pour tout entier naturel n = 3.
k=1

8. On définit les suites (a;) 1 et (by) ;=1 en posant :

n
pourn=1, an=ka

k=1
n
b, = z: Ug
k=1
Démontrer que les suites (a;) et (b,,) sont adjacentes.
+o00 +00
9. Démontrer que Z Uy = Z Uy.
n=1 n=1

Dans la suite du probleme, on notey la somme de ces deux séries.

10. Démontrer que y est dans 'intervalle ]0, 1].

11. Démontrer que h, =In(n)+y+ o (1).
n—+oo
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Probléeme 11

Pour tout n € IN tel que n = 2, on considere la matrice

0 1 0 0
n-1 0 2
Ap=| 0 n-2 0
: n-1
0 0 1 0

Plus précisément, A, est la matrice de 4, (R) de coefficients a; ; tous nuls exceptés ceux donnés par :

Vke[l,n-1], ags1,x=n—k

agk+1 =k

1. La matrice A, est-elle inversible? La matrice A3 est-elle inversible?

On considere U'espace E = R,,_1[X] des polynomes coefficients réels de degré < n—1 et on note 8 =
(1,X,...,X" 1) la base canonique de E. Si P(X) € E, la notation P'(X) désigne le polynome dérivé de
P(X). On définit Uapplication :

@:P(X)—(n-1DXPX)+(1- X*P'(X)

2. Pour tout k € [0, n— 1], calculer ¢(X%).
3. Justifier que 'application ¢ est un endomorphisme de E.

4. Comparer la matrice de ¢ dans la base 98 avec la matrice A,,.

Pour tout k € [0, n— 1], on définit le polynéme Py = (X — DX + 1)1k,
5. Calculer ¢(Py) et déterminer un réel Ay tel que @(Py) = A Py.

Dans toute la suite de ce probleme, on se place dans le cas particulier n = 4.

6. Démontrer que B’ = (Py, P1, P, P3) est une base de E.
7. Déterminer la matrice A’ de ¢ dans la base %’.

8. On note P la matrice de passage P de la base 98 ala base %8’. Donner une relation entre A’, A4 et P.

On considere application f: #4(R) — H4(R) ainsique les ensembles :
M — P'MP

€ ={Me MR)| AsM=MAy} et €' ={Mels(R)|AM=MA"}

9. Démontrer que f est un endomorphisme de .4, (RR).
10. Démontrer que € et €’ sont des sous-espace vectoriels de ., (R).
11. Démontrer que pour une matrice M € .#4(IR), on al’équivalence :

Me€ < f(M)e<€’

12. Déterminer la dimension de €6’ et en déduire la dimension de €.

13. Démontrer que la famille (14, A4, A%, A3) est une base de €.



Correction DS 1

Probléme |

1. Lafonction est définie sur |—oo, 1[. On a le développement limité usuel :

2
X 2
InQ+x)=x——+ o0 (x9)
2  x—0

2

X 2 ..
doncIn(l-x)=-x——+ o0 (x°)etainsi:
2 x—0

2

X 2

X+Inl-x)=——+ o (x9)
2 x—0

» Domaine |—0o,1[ 1, DLIn(1+x) 1, DL x +In(1 —x) 1

2. Attention : la comparaison précédente n’est valable que quand x — 0, elle ne permet donc pas de
déterminer le signe de u, pour tout entier naturel n = 2.
On sait que pour tout x > -1, In(1 + x) < x, on adonc:

1 1 1
Up=—+In(l-—|<s———=0
n n/ n n

On a donc pour tout n = 2, u, <0.
» Majoration (ou étude de fonction) 2, conclusion 1

3. On utilise le développement obtenu a la premiere question :

1 1
Un = ‘mmi’m(ﬁ)
-1
"y oo 202
1
|un|n—>~+oom

La série ¥ 1/n? est une série de Riemann convergente donc par comparaison avec une série a termes
positifs, la série ) u, converge absolument.
> Equivalent, référence, comparaison, SATP, conclusion

4. Lafonction f est dérivable sur [0,1] etona:

x
vVxe(0,1], f'(x)=—
(0,11, f(x) P
En particulier, f'(x) > 0 pour tout x € 10, 1]. On en déduit que f est strictement croissante sur [0, 1] et
par ailleurs f(0) =0 et f(1) =1-1In(2).
» Dérivable 1, monotonie (large) 1, f(0) =01

5. On utilise également le développement limité usuel de In(1 + x) :

2 2

X 2 X 2
x—-Inl+x)=x—|(x——+ o (x)|=—+ o0 (x9)
2 x—0 2 x—0



1 1 -
Onaalorsv,=—+ o0 |—|etainsi:
2n?2  n—+oo\ n?

1

Vp ~ —>
" p—too 2n2

La série de Riemann ¥ 1/n? converge donc par comparaison avec une série a termes positifs, la série
Y. v, converge.
» Equivalent 1, référence, comparaison, SATP, conclusion

6. On trouve:

1 n+1 n-1 n n n?

1
vn—un:—ln(1+—)—ln(1——):—ln —In =In +1In =In
n n n n n+1 n-1 (n=-1)(n+1)

» Calcul pertinent 1, résultat simplifié 1

7. On met a part le premier terme dans cette somme. Pour les autres termes on utilise le résultat
obtenu a la question précédente et les propriétés de In :
Kk MM, K

—up) = v - N = —In(2) +1
k;(wc uK) = 01 u1+k§2n(k—1)(k+1) n() + nﬂzzz(k—l)ﬂzzgﬂﬁl)

Les produits se simplifient en partie. On peut (par exemple) effectuer des changements d’'indices et
faire apparaitre des factorielles :

n n 2 | |
3 _ k=2 _ n'xnlx2 _ 2n
I;(Vk u) = lnmﬂn_ﬂﬁ;}kHZj;k_ ln(2)+ln—(n_1)!(n+l)!_ In(@) +In—=

n(v u) =1In 1
=1 e

» Premier terme, regrouper, simplifier, conclusion

8. Pourn=1:

n+1 n 1 1
an+1— ap = Vi — Ve=Uns1=—— —In|1+ =
n+1 n kX::l k kX::l k n+1 n+1 ( I’l+1) f

)
n+1

en reprenant la notation f de la question 4. On a vu que f est croissante sur [0,1] et f(0) =0 donc f
est positive sur [0, 1] et ainsi a,+1 — a, = 0. La suite (a;) est donc croissante. De méme :

bpy1—bp=Up41 <0
car on avu a la question 2 que uy;1 < 0 puisque n+ 1 = 2. La suite (b;) est donc décroissante. Enfin,
avec la question précédente :
n

n
an,—Db;, = Vp—up)=In—— — 0 car
n n ];( k k) n+1 n—too N+l n—too

On en déduit que les suites (a;) et (b,) sont adjacentes.

» Simplifier a,,,, — a,, notation f, question 4, croissante
» Simplifier b, — b;, décroissante

» Simplifier a, — b, limite



9. Onadéjavuque les séries ) u, et ) v, convergent. Par définition :
+00 +00 n n n
Zvn—Zun: lim Zl}k— lim Zuk:Z(vk—uk):O
n—+oo n—+oo
n=1 n=1 k=1 k=1 k=1

(d’apres la question précédente).
» Définition, question précédente

10. Lasuite (a,) est croissante et converge vers y, on a donc a, <7y pourtout n=1.0Or:
a=v;=1-1n@2)>0

On a donc y = a; > 0. De méme, la suite (b,) est décroissante et converge vers y donc y < b, pour
tout n. Or by = u; =1doncy < 1. Sion avait y =1, alors on aurait y < b, < b; = 1 pour tout n et donc
la suite (b,,) serait constante. Ceci impliquerait que u;, = 0 pour tout n = 2 ce qui est impossible vu
I’équivalent obtenu pour u, ala question 3. Par conséquent, y < 1.

»y;al,a1>0

>y<b,,,ys1,y<1

n
11. Par définition, on a Z vk ——yceque I'on peut également écrire :
n—+oo

k=1
n
S nere, 0 0
Par ailleurs :
L L | 1 L k+1 L L
Y k=) —-In 1+—)=h,,— Y In——=h,- )Y In(k+1)+ ) In(k)
k=1 =1 k k k=1 k k=1 k=1

n+1

=hp+ ) In(k)- Y In(k) = h,+In(1) -In(n+1) = h, - In(n+1)
k=1 k=2

= hn—ln(n(1+l)) :hn—ln(n)—ln(1+l) =h,-In(n)+ o (1)
n n n

9
et on a donc finalement' Ap=In(n)+y+ o (1) .
n—+oo

Probléme Il

1. On a par définition :

0 1
A =(%%) et det(Ag)z‘l 0’:—1#0

Par conséquent, la matrice Aj est inversible. Puis :
010 010
Az3=12 0 2| et det(43)=|2 0 2|=0
010 010

car la premiére et la troisieéme ligne sont identiques, par conséquent As n’est pas inversible.
» A, inversible, A3 non inversible, 2 justifications



2. Ontrouve directement f(1) = (r—1)X puis :
vkel2,n—11, fX5=m-DX* + Q- X)kX* ! = (n- )X+ kxk - xR
XM =m-1-kX*! 4 kxk!
»k=01,k=>12[3]
3. Onatoutd’abord pour PQeEetleR:

PAP+Q)=n-1DXAP+Q)+(1—-X*)(AP' + Q') parlinéarité de la dérivation
=AM(n-DXP+1-X)P)+(n-1)XQ+(1-X3Q"
=Af(P)+ f(Q)

Lapplication f est donc linéaire. Soit P € E, il reste a démontrer que f(P) € E. On propose plusieurs
rédactions possibles.
Méthode 1. On note P sous la forme :

P=aX""+Q
avec a € R et degQ < n—2. Alors par linéarité de f :

fP)Y=af X" N+ fQ=a(n-DX"+1-X)(n-DX"?)+(n-1DXQ+(1-X*)Q
=an-DX"?+(n-1)XQ+1-X3)Q

On adeg(X"?) < n,deg(XQ) <n-1etdegQ' < n-3doncdeg((1-X?)Q')<n-1.Ainsi:
deg(f(P)) < max(deg(X"2),deg(XQ),deg((1 - X Q) s n-1

On en déduit que f(P) e R,—1[X]=E.
Méthode 2. On note P sous la forme :

n-1
P=Y ax*
k=0
avec ay, ..., ay—1 € R. Par linéarité de f :
n-1 K
fPy=3 arf(x"
k=0

D’apres les calculs effectués a la question précédente, on a pour k < n—1, deg f(X*) < n—1 et par
ailleurs f(X" 1) = (n—1)X""2. Ainsi, pour k € [0,n— 1], f(X*) € E et on en déduit que f(P) € E
comme combinaison linéaire d’éléments de E.

Par conséquent f est un endomorphisme de E.

» Linéaire 1, écriture P 1, calcul f(P) 1, majoration degré 2

4. Notons M = Matg(f). Comme f(1) = (n—1)X et f(X"!) = (n—1)X"2, la premiére et la derniere

colonne de M sont respectivement
0 0
n-1 .
0 et 6
: n-1
0 0



Pour k € [2,n— 1], la k-iéme colonne de M s’obtient a partir des coefficients de f(X*1) et:
FX* Y =n-1-k-DX +k-DX*2=(n-k)X*+ (k-1 x*?2
Or on a précisément avec les coefficients de A, :

g,k =n—k

ag-1,k=k-1

La k-iéme colonne de M est donc la méme que celle de A;. On en déduit que Matg(f) = Aj.
» Matrice A, 1, justification convaincante 2

5. Pourke[0,n—1]:

@(Pr) = (n—DXPp+(1-X*)P}
—(n-DXX-Dkx+1)" 1k
+(1-X? (k(x DY X+ )" R e (-1 - (X - DX + 1)”‘2"“)

etcomme 1 - X?=—(X-1(X+1):

0Py = (n-1DX(X - DFX + 1)1k = (k(X— DEX+ 1) s (n—1- k)X - DF (X + 1)”‘”“)
=X-DFX+ D" TR (- DX - k(X +D+(n-1-k) (X -1))

=X-DFX+D)" TR (- DX = ((n-DX+2k-n+1)
=(n-1-2kP;

OnadoncAp=n-1-2k.
» Le calcul 2, Ak:n—l—zkl

6. On considere une combinaison linéaire nulle :
aoPo+ a1 Pr+asPr+a3P3=0
avec ay,...,a3 € R, autrement dit :
ap X+ + (X - DX +D*+a(X-D*(X+D+az(X-1)>=0

On peut développer et traduire ceci par le fait que les coefficients soient nuls mais, plus simplement :
e En substituant 1 a X, on obtient 23a0 =0donc ay=0;
 En substituant —1 a X, on obtient (—2)3a3 = 0 donc a3 =0;
¢ Ilreste donc:

a (X -D(X+ 1D’ +a(X-1)*(X+1) =0
Py =P,

Les deux polyndmes P, et P3 ne sont pas proportionnels, ils constituent par conséquent une
famille libre donc a; = a» = 0.
Par conséquent, la famille 98’ est libre. De plus, les éléments de 98’ appartiennent a E et card 8’ = 4 =
dim E. On en déduit que 4’ est une base de E.

» Libre 2 (1 pour la méthode), cardinal 1, conclusion 1



7. On a ¢(Py) = (4—-1-2k)Py donc ¢@(Py) = 3Py, ¢(P1) = Py, p(Py) = —Py et ¢(P3) = —3P3. Par
conséquent :

30 0 0
01 0 O
I _

A_OO—IO
00 0 -3

» Matrice A’

8. D’aprésle cours,onaP AP = A'.
» Formule P~ AP = A’

9. Comme P estinversible (matrice de passage entre deux bases), I'application f est bien définie.
Avec les propriétés du produit matriciel, on a pour M, My € 4y(R) et Le R :

FAM; + M) = P YAM; + Mo)P = AP *Myp+ P M P = Af (M) + f (M)

Lapplication f estlinéaire et par conséquent f € £ (44 (R)).
» Linéaire
10. On a par définition € < #4(R) et 14 € € donc € n'est pas vide. Pour M, M, e € et Le R :
A4(/1M1 + M>) = AA4M1 + A4 M,
=AM A4+ MyAy car Mj,M, €€
= (AMl + M>) Ay
donc AM; + M € €. On en déduit que € est un sous-espace vectoriel de .#,(R); c’est exactement

pareil pour €.
» Non vide 1, poser une combinaison linéaire 1, vérification 1

11. Soit M€ 4, (R) :
Me€ <= AyM=MA,
<~ PA'P'M=MPA'P™' carAy=PA'P!
<= A'P'MP =P 'MPA" mult. agauche par P!, a droite par P
<~ Afn=fonA
<~ fM)e<E’

On a donc I'équivalent M € €<= f(M) € €.
» Raisonnement, produits P, P~!, conclusion

12. Considérons une matrice M = (m;;) € #4(R),on a:

30 0 0 mi; mjip M3 Miy 3m11 3m12 377113 3m14

AM = 0 1 0 0 ||ma mep mp3 Mpg| | ma myo M3 My
0 0 -1 0 ||m31 m3gp mzg3 Mz —-m3y —Mg3y —M33 —M3y
0 0 0 -3 ma 7 ny3 mMya —3Wl41 —3H’Z42 —3H’Z43 —3WZ44
myp mpp mz mu|(3 0 0 0 3my; mip —my3 —3myy

MA = | ™21 M2z Moz Mo 01 0 0] ([3ma mp —-mp3 —3my
ms1 mzp msz m3s [0 0O -1 O 3m3; m3p —mz3 —3Ms3y
mg Mgp My3 Mge)\0 0 0 -3 3myr Mgy —Ny3z —3my,

AM=MA <= V(,j)ell,4%i#j = m;;=0



Par conséquent :

mii 0 0 0
0 oo 0 0
Cg/ - y » ) €
0 0 ms 0 | my1, Moz, ma3, myg € R
0 0 0 Mgy

On considere la base canonique (E; ;) de .#4(IR), on a alors :
€' =Vect(E11, E, E33, E44)

La famille (E11, Ezp, E33, E44) est génératrice de €’ et est libre (car c’est une sous-famille d'une base de
A4 (R)) c’est donc une base de €. Par conséquent, dim %’ = 4. Comme f réalise un isomorphisme
de € sur €', on a également dim € = 4.

» Raisonnement 2, dim%’ 1, dim%€ 1

13. Onpose F = (I4, Ay, Ai, Az). On commence par montrer que cette famille est libre. On consideére
pour cela a, b, c,d € R et on suppose :

aly+bAs+cA5+dA3=0

On va établir que a = b = ¢ = d = 0. On propose pour cela plusieurs méthodes.
Méthode 1 : calcul direct. On calcule tout d’abord :

3 0 2 0
0 7 0 6
2 _
A= 6 0 7 0
0 2 0 3
o 7 O 6
o2t 0 20 0
4710 20 0 21
6 0 7 0
puis pour a,b,c,d € R :
a+3c b+7d 2c 6d
3b+21d a+7c 2b+20d 6¢c
I+ bAs+cA2+dAS = =
aly+bAs+cAy+d 6c  2b+20d a+7c 3b+21d|”°
6d 2c b+7d a+3c

Une matrice est nulle si, et seulement si, ses coefficients sont nuls, on obtient alors directement
a=b=c=d=0.
Méthode 2 : en utilisant la matrice A’. On part de:

aly +bAy+cA5+dA3 =0
On multiplie 4 gauche par P~! et a droite par P, on obtient :

aly, +bA +cA? +dA® =0

Onadonc:
a+3b+3%c+3%d 0 0 0
0 a+tb+c+d 0 0 —0
0 0 a-b+c-d 0 -

0 0 0 a+(=3)b+(-3)%c+(-3)%d



Considérons le polynéome Q(X) = a+ bX + cX? + dX3 = 0. D’apres ce qui précede, Q(3) = Q(1) =
Q(—1) = Q(-3) = 0 donc Q possede quatre racines distinctes et comme degQ <3 ona Q =0 donc
a=b=c=d=0.

Conclusion. La famille % est libre. Pour tout entier k, on a A§A4 = Aff“ = A4Aff donc Aff € €.En
particulier, 14, Ag, Ai, Ai appartiennent a 6. De plus, card &% =4 = dim %6 donc & = (I4, Ag, Ai, Ai) est
une base de €.

» Eléments de € 1, cardinal 1, méthode libre 1, calculs 2

Sur I'ensemble de la copie :

» Présentation générale

» Résultats en évidence

» Rédaction

» Utilisation précise du vocabulaire mathématique



Commentaires sur le probléme I.

1)

(2)

3)
4)
(5)

(6)
Q)

8)

Il faut connaitre le D1,(0) de In(1 + x) (et plus généralement les DL,, des fonctions
usuelles) et savoir 'appliquer aln(1+1/n)—1/netln(1-1/n)+1/n.

Linégalité In(1 + x) < x valable pour tout x > —1 est au programme de premiére année,
elle doit étre connue et elle peut étre utilisée pour traiter cette question. Sinon on étudie
la fonction x — x —In(1 — x) de maniére a pouvoir obtenir son signe pour x = 1/n.

Quand I'énoncé demande les variations d'une fonction, rédigez en une phrase le sens
de variations obtenu en précisant si c’est strict ou large (le tableau seul peu sembler
ambigii).

Il y a beaucoup trop souvent des problémes de calculs. Vous perdez non seulement les
points de la question concernée mais il est treés probable que vous perdiez également
beaucoup de points par la suite puisque les valeurs qui permettraient d’avancer ne sont
pas celles que vous avez.

Pour démontrer que deux suites sont adjacentes, il ne faut pas démontrer qu’elles
convergent vers la méme limite. Ceci est la conclusion du théoréme : si deux suites
sont adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite. Ce n’est pas dans la défini-
tion de suites adjacentes.

Remarques sur le probléme II.

1)
(2)

Dans le calcul de ¢(X¥), on peut considérer que k = 0 est un cas a part (la formule
(X*)" = kX*~! est un peu douteuse pour k = 0). Je vous conseille de traiter k = 0 a part (et
de l'utiliser pour vérifier que votre formule générale est bien valable).




