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Dans ce probleme, on aborde différentes applications de la réduction. Chacune des parties qui suivent
est extraite d’'un sujet de concours. Dans toute la suite, f est un endomorphisme d’'un K -espace vectoriel
EaveclK=R oulK =C.

Partie 1 Racines carrées

On désigne par f U'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est donnée par :

8§ 4 -7
A=|-8 -4 8
0 o 1

1. Montrer que f est diagonalisable.

2. Déterminer une base (v1, v», v3) de R3 formée de vecteurs propres de f et donner la matrice D de
f dans cette nouvelle base.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (v;, v, v3). Soit un entier m = 1. Sans
calculer I'inverse de P, exprimer A™ en fonction de D, P et pP1,

4. Calculer P!, puis déterminer la matrice de f™ dans la base canonique.
5. Déterminer toutes les matrices de .#3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée en question 2.
6. Montrer que si H € .#3(R) vérifie H? = D, alors H et D commutent.

7. Déduire de ce qui précede toutes les matrices H de .#3(RR) vérifiant H?=D, puis déterminer tous
les endomorphismes & de R3 vérifiant h? = f en donnant leur matrice dans la base canonique.

Dans la suite de cette partie, on note f et j les endomorphismes de R® dont les matrices respectives A et
J dans la base canonique sont données par :

2 1
A=|1 2
1 1

N — =

11
et J=|1 1 1
1 1

8. Calculer /™ pour tout entier m = 1.

1
9. En déduire que pour tout m € IN*, f™ = id+§(4m -1)j.
Cette relation est-elle encore valable pour m =0?

10. Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes A et u telles que A < .

11. Montrer qu'il existe un unique couple (p, q) dendomorphismes de R3 tel que pour tout entier
m=0, f"=A"p+ u™q et montrer que ces endomorphismes p et g sont linéairement indépendants.
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12. Apres avoir calculé p?, g%, po g et g o p, trouver tous les endomorphismes h, combinaisons
linéaires de p et g qui vérifient h? = f.

13. Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f. Ecrire la matrice
D de f, puis la matrice de p et de g dans cette nouvelle base.

14. Déterminer une matrice K de .#,(RR) non diagonale telle que K? = I, puis une matrice Y de
3(R) non diagonale telle que Y2=D.

15. En déduire qu’il existe un endomorphisme & de R® vérifiant h? = f qui n’est pas combinaison
linéaire de p et g.

16. Montrer que tous les endomorphismes i de R? vérifiant h? = f sont diagonalisables.

Partie 2 Sous-espaces stables

Dans cette partie, n et p sont deux entiers naturels au moins égaux a 2, | est un endomorphisme
diagonalisable d’'un K-espace vectoriel E de dimension n, qui admet p valeurs propres distinctes
{A1,...,Ap} et, pour tout i € [1, p], on note E; le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A;.

p
Il s'agit ici de montrer qu'un sous-espace F de E est stable par f si et seulement si F = @(F NE;).
i=1
p
17. Montrer que tout sous-espace F de E tel que F = EB(F N E;) est stable par f.

i=1

18. Soit F un sous-espace de E stable par f et x un vecteur non nul de F. Justifier 'existence et
I'unicité de (x;)1<i<p dans Ey x --- x Ej, tel que x = x + -+ + xp.

On pose H, = {i € [1, m] | x; # 0}. Comme on a supposé x # 0, H, est non vide et, quitte a renumeéroter

les valeurs propres (et les sous-espaces propres), on peut supposer que H, = [1,r] avecl <r < p.
r

Onaainsi x = Z x; avec x; € E; \ {0} pour touti de|l,r].
i=1
On pose V, = Vect(xy,...,X;).

19. Montrer que %y = (x1,...,X;) estune base de V,.

20. Montrer que pour tout j de [1,7], f/~!(x) appartient 4 V; et donner la matrice de la famille
(fi-! (x))1<j<r dans la base ..

21. Montrer que (fj_l(x))lgjgr est une base de V.

22. En déduire que pour tout i de [1, r], x; appartient a F et conclure.

Dans la suite de cette partie, on se place dans le cas ot p = n.

23. Préciser la dimension de E; pour tout i dans [1, p].
24. Combien y a-t-il de droites de E stables par f?
25. Sin=3etke[2,n—1], combien y a-t-il de sous-espaces de E de dimension k et stables par f?

26. Combien y a-t-il de sous-espaces de E stables par f dans ce cas? Les donner tous.



Partie 3 Commutant
Soit f l'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique B deR3 est :

2 10 7
A=|11 4 3
-2 -8 -6

On note I la matrice unité et O la matrice nulle de 43 (R) et on poseu = (2,1,-2) € R3.

27. Montrer que Ker(f) = Vect(u).
28. La matrice A est-elle inversible?
29. Déterminer le vecteur v de R3 dont la 2-iéme coordonnée dans 28 vaut 1 et tel que f(v) = u.

30. Démontrer que le vecteur w de R3 dont la 2-iéme coordonnée dans 28 vaut 1 et qui vérifie
fw)=vestw=1(0,1,-1).

31. Montrer que (u, v, w) est une base de R3 que 'on notera 98’. On note P la matrice de passage de
la base 2 alabase &'.

32. Ecrire la matrice N de f relativement a la base 98’. En déduire la seule valeur propre de f.
L'endomorphisme f est-il diagonalisable?

33. Donner la relation liant les matrices A, N, P et P! puis en déduire que, pour tout entier k
supérieur ou égal 2 3, on a A* = 0.

On note Cy (respectivement C 4) l'ensemble des matrices de #3(R) qui commutent avec N (respective-
ment A).

34. Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel de .#3(RR) et que Cy = Vect(I, N, N?).

On admet que C4 est aussi un sous-espace vectoriel de 43 R).

35. Etablir que:
MeCy < P'MPeCy

En déduire que C, = Vect(I, A, A%). Quelle est la dimension de C4?

Partie 4 Systéme d’équations différentielles

Soit (Ey) l'équation différentielle : y® = y.
Soit f une solution définie sur R et a valeurs complexes de cette équation.

36. Soit la fonction g = f+ f' + f”. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre
(E») vérifiée par g.

37. Résoudre I'équation (E>).

38. En déduire 'ensemble des solutions a valeurs complexes de I'’équation (Ej).

Soit (S) le systeme différentiel a coefficients constants

010 x(t)
S X' =AX avecA=|0 0 1|e.tz3(C)etVteR, X(1)=|y)
1 00 z(1)

ol x, y et z sont des fonctions de la variable réelle a valeurs dans C.



39. Démontrer que la matrice A est diagonalisable dans .#3(C) ? Est-elle diagonalisable .#3(R)?
40. En utilisant la question précédente, résoudre le systeme (S).

41. On suppose ici que :

f@
VieR, X(O=| f'(0

f// ( t)
Démontrer que f est solution de (Ej) si, et seulement si, X est solution de (S).

42. Retrouver alors les solutions de I’équation (E;) obtenues a la question 38.
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Partie 1 Racines carrées

1. Le polynOome caractéristique de A est y4 = X(X —1)(X —4). On en déduit Sp(A) = {0,1,4}. Le
polynoéme y 4 est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable et f est diagonalisable.

2. On obtient facilement Ey(A) = Vect(vy), E1(A) = Vect(vy) et E4(A) = Vect(vs) avec :

1 1 1
V1 = -2 s Vo = 0 , V3 = -1
0 1 0

La famille (v1, v2, v3) est une famille de vecteurs propres de f, associés a des valeurs propres distinctes.
Ainsi, (1, 2, 13) est une base de R® constituée de vecteur propres pour f et la matrice de f dans
cette base est D = diag(0, 1,4).

3. Comme P est la matrice de passage de la base canonique de R3 & la base (v1, v, v3), ona D =
P~LAP etainsi:

0 0 O
vm=1, A" =(PDP )" =pD"P'=Pl0 1 o0 |P!
0 0 4™
1 1 1
4. On applique I'algorithme du pivot de GaussaP= (-2 0 -1 |pour déterminer P~ :

0O 1 0

1 1.1 1 0 0]
-2 0 -1 o0 1 0
0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 0 O
0 2 1 2 1 0
0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 0 O
0 2 1 2 1 0
0 0 -3 -1 —3 1
1 1 1 1 0 O
0 2 1 2 1 0

[0 0 -1 -1 b1

-1 -1 1
OnobtientainsiP™'= [0 0 1 | et:
2 1 -2

2-4™ 4™ 1-2.4™
Vm=1, A" =|-2.-4" —4™m  2.4M
0 0 1

Cette matrice A™ est la matrice de f"" dans la base canonique.



a b c
5. Pourune matrice M=|d e f|es3(R):

g h i
0 b 4c
MD=DM <= |-d 0 3f|=0<= b=c=d=f=g=h=0
-4g -3h 0

<—=> M =diag(a,e,i)
On en déduit qu'une matrice M € .#3(R) commute avec D si, et seulement si, elle est diagonale.
6. Soit H € ./3(R) et supposons que H? = D. Alors :
HD-DH=HH*-H*H=H>-H>=0
Par conséquent, si H? = D, alors les matrices H et D commutent.

7. Soit H € /3(R) telle que H? = D. D’apres la question précédente, H et D commutent, donc
d’apres la question 5, la matrice H est diagonale. Réciproquement, considérons une matrice H €
3 (R) diagonale, H = diag(a, b, ¢) :

ac =
H>=D < { b =1
ct=4

Lensemble des matrices H telles que H> = D est 'ensemble :

0 0 0 (/O O 0y(O0O O O 0 0 O
R=410 1 O0(,jO0 -1 O,jO 1 0 }],|0 -1 O
0 o 2/\0 0 2/\0 0 -2/J\0 0 =2

Soit i un endomorphisme de R3. On note B la matrice de & dans la base canonique et H la matrice
de h dans la base (vy, v2, v3). La formule de changement de base donne H = P !BPetona:

hW=f <= B*=A <= PH’P '=PDP ! <= H?’=D <= HeR

avec 'ensemble R défini plus haut. Ainsi les endomorphismes % tels que h? = f sont ceux dont la
matrice dans la base canonique est I'une des matrices :

000 0 0 0 00 0 0 0 0
plo 1 o|lpL,Plo -1 o|lPLP|lo 1 o |PLPl0 -1 o|P!
00 2 0 0 2 00 -2 0 0 -2

Il existe donc quatre endomorphismes & tels que h? = f.

8. On obtient facilement par le calcul :
3 3 3
J?=(3 3 3|=3J
3 3 3

On pose donc 'hypotheése de récurrence #(m) : J = 3™~1]. Pour m = 1, on a clairement J' = 3°J,
donc A(1) est vraie. Supposons m = 1 et #(m) vraie, alors :

donc ./ (m + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout m=1, J™* =37 '],



9. On travaille tout d’abord matriciellement et on propose deux méthodes.
Méthode 1. On procede par récurrence en considerant pour m € IN* 'hypothese :

F(m): A" =13+ %(4m -1J

On a tout d’abord :

4l -1

I3+
3T g

J=+J=A

donc (1) est vraie. Soit m = 1 et supposons - (m) vraie. On a alors :

1 4m -1 4m—1
AL = AA™ = (134 ) 13+§(4m—1)])=13+ J+J+ J?
Sachant que J>=3] :
il 4m—1 4m -1 4Mm—-1+3+3-4"-3 4-4m-1 gm+l_q
AT =l 4 ]+ =3/ =g+ 3 Jelyt ——J=ls+ ———

On en déduit que #(m + 1) est vraie. Par récurrence ./ (m) est vraie pour tout m = 1.
Méthode 2. On commence par calculer A™ pour m = 1. On note que A= I+ J en notant I =3, les
matrices I et ] commutent donc on peut utiliser la formule du binéme de Newton :

A’"=(I+])m:kf:0 (%) Jkl'”‘kzkzz) (%)

On connait I'expression de J* pour k = 1, donc on isole le terme pour k=0
a k a k-1 1§ k
AM=1+ Y (’,’g]] =I+Y [’,’;]3 RAIEEDY [’,’j]s J
k=1 k=1 k=1

On ajoute et on retranche dans la somme le terme pour k = 0 pour faire apparaitre la formule du
bin6éme :

I N R I L
A _1+§(];)(k]3 1)]—1+ )

On revient maintenant aux endomorphismes : les endomorphismes f” etid +37! (4 — 1) j ont méme
matrice dans la base canonique, ils sont donc égaux. Ainsi :

m_l .

4
Vvm=1, f"=id+ j

Comme f° =id et 4° — 1 = 0, le résultat reste valable pour 72 = 0.

10. On calcule le polynéme caractéristique de f :

2-x 1 1 4-x 1 1 11 1
xf@=-D* 1 2-x 1 |=-D*4-x 2-x 1 |[=@x-4|l 2-x 1
1 1 2—x 4—x 1 2—x 1 1 2—x
1 1 1
=(x-40 1-x 0 |=@x-4x-1)°
0 0 1-x

Les valeurs propres de f sontdonc A =1 et u=4.



11. Unicité. On suppose que (p, q) et (p’, g') sont deux couples d’endomorphismes qui conviennent.
Onadonc:

vmeNlN, f"=A"p+umg=A"p +u"q'
On a en particulier id = p + g donc:
f=Ap+pg=2Ap+pid-p)=A-pp+pid
etde mémeid = p'+ ¢’ donc:
f=Ap' +uq = A-pwp'+pid

Comme A — pu # 0, on en déduit p = p’ puis g = ¢’ d’ott 'unicité.
Existence, méthode 1. D’aprés ce qui précede,onaavec A =1letu=4:

f=-3p+4id
donc: sid—f Fid
id- —-i
= t =
p 3 et g 3

Alors, pour tout entier m = 0 en utilisant la question 2) :

tid— . - . am_1
id f+4mf ld=id+ld f+4mf ld=id+ j=fm

Ap+uTg=p+4Tq=
ptug=p q 3 3 3 3 3

Le couple d’endomorphismes (p, g) convient.
Existence, méthode 2. On reprend la relation de la question 9 :

m m 1

-1, ou", R 1.) ml.
=id+—j—-=j=A"id—=j|+u"=
J=1 3 J 3] (1 3] U 3]

4
fM=id+

1 1
On en déduitqueid—=jetg= 3 j conviennent.

Existence, méthode 3. Pour cette méthode, il faut établir que f est diagonalisable. On montre qu'il
existe P inversible telle que :

P_IAP:(

S O
oS = O
— o O
~—_——

On aalorspour me N :

4m 0 0 1 0 0\ (0 0 O
plam"p=[0 1 ofj=4m 0 0|+{0 1 0
0 0 1 0 00 \o o1

0 00 1 00
A"=pPlo 1 o|P'+4™P|l0 0 of|P!

0 0 1 0 00

=A =A,

=/1mA1+4mA2

Il suffit alors de prendre p et g canoniquement associés respectivement a A; et As.



Famille (p, q) libre. On a obtenu :

_4id—f f-id

p

Soient a, B € R tels que ap + Bg =0, alors :

4id -
ocldf+
3

f—id:4a—ﬁid+ﬁ—a

h 3 3 3

f=0

Comme A ¢ Vect(I), la famille (id, f) est libre et on en déduit4da—-f=0eta—-=0d ot a=L=0.

Conclusion. 1l existe un unique couple d’endomorphismes (p, g) tel que f = A" p + u™ q pour tout
entier m = 0, de plus la famille (p, q) est libre.

12. Rappelons que d’apres la question 9 :

16-1
fF=id+

j=id+5j =id+5(f —id) =5f —4id

4id - —id
Avec p = 13 ! etquTl,ilvient:

p? = 4id-f)? 16id-8f+f* 16id-8f+5f—4id 12id-3f 4id—f

9 9 9 9 3
, (f-id)* f*-2f+id 5f-4id-2f+id 3f-3id f-id
T "9 T 9 - 9 9 3
@4id-f)(f—id) 5f—4id-f?
q: = :0
9 9
b= (f—id)s()4id—f) o

Donc p?=p, g*=qetqp =pq=0.

Rq. De plus, p+ g = id, donc p et g sont des projecteurs associés. Ce sont les projecteurs associés a la
décomposition R3=FE (f) ® E4(f) (on verra plus loin que f est diagonalisable). Considérons & € Vect(p, q),
noté h=ap + Bq avec a, B € R. Avec les calculs précédents :

W =(ap+pg)’=a’p’ +aflpg+aqp)+fq’° = a’p+pq
La famille (p, g) estlibre et f = f! = p+44, donc:

Z=1

W =f <= a’p+Biq=p+iq < { 22;4

Pour /€ Vect(p, q), h? = f si, et seulement si, h est 'un des endomorphismes p +2q, —p +2q, p—2q,
-pP-24.



13. On sait déja que Sp(f) = {1,4} et pour

X
yleR3:

z

X 2x+y+z=x
V|€E(f) <= { x+2y+z=y <= x+y+2=0
z X+y+2z=z

X 1 1
<~ (y) € Vect(e;, ep) avec e; = (—1) etey = ( 0 )
z 0 -1

X 2x+y+z=4x -2x+y+z=0
y| € Es(f) == X+2y+z=4y <> X-2y+2z2=0 <= x=y=2z

z X+y+2z=4z x+y—-2z=0

X 1
<~ (y) € Vect(es) avec e3 = (1)
z 1

La famille (e, e,) est libre, c’est une base de E; (f) et _
Vecteurs propres pout f: On en déduit que f est diagonalisable et

14. Recherche d’'une matrice K de taille 2 telle que K> = I,. On peut par exemple chercher cette

matrice avec des coefficients. On ne veut pas qu’elle soit diagonale, on va chercher une matrice
triangulaire :

a b
<=5 J

2
2 (a® (a+c)b
<o )

Il suffit par exemple de prendre a =1, ¢ = —1 et b = 1. On trouve donc que*
On peut également prendre par exemple ‘



K o
Lamatrice Y. On peut la construire a partir de K. Par exemple, ¥2=D avec Y = ( 0 2) (matrices

par blocs).

15. Notons h 'endomorphisme de R? tel que Matg(h) = Y. On a bien h? = f et h n’est pas combi-
naison linéaire de p et g (sinon, la matrice dans 28 de # serait diagonale puisque les matrices de p et
g dans 2 le sont).

16. Considérons un endomorphisme & de R3 tel que h? = f. Comme Sp(f) = {1,4} et f est diagonali-
sable, le polyndme P = (X —1)(X —4) est annulateur de f. Ce polyndome est donc annulateur de h%on
adonc:

P(h?) = (h* —id)(h* - 4id) =0
Le polynome Q = (X? — 1)(X? — 4) est donc annulateur de h. Or :
Q=X-DX+DH(X-2)(X+2)

Le polynome Q est scindé a racines simples dans IR donc / est diagonalisable.
Partie 2 Sous-espaces stables

p
17. On suppose que F = @(F N E;). Soit x € F, il existe alors xj,..., X, tels que :
i=1

X=x1+--+x, et (xl,...,xp) € (FnEl,...,FnEp)
Par linéarité de f :
FX) =)+ + flxp)

Pourie[1,pl,onax; € E;donc f(x;) =A;x; et A;x; € E; et Ajx; € F car E; et F sont des sous-espaces
vectoriels. Ainsi, f(x;) € FNE; et f(x) € F. Par conséquent, F est stable par f.

18. Comme f est diagonalisable, ses sous-espaces propres Ej, ..., E, sont des sous-espaces supplé-
mentaires de E. Par conséquent, il existe un unique (x,...,Xp) € B x --- X Ep tel que x = x; + -+ + Xp.

19. La famille 98, est par définition génératrice de V. On considere ay, ..., a, € K tels que :
arxy+--+ayx, =0

Onaa;x; € E; pour tout i € [1,r]. On sait que de plus que la somme E; @ --- & E; est directe. On en
déduit que a;x; =--- = a,x; = 0. De plus, x1,...,x; sont non nuls donc a; =--- = a, = 0. La famille
9B est par conséquent libre. On en déduit que 98, est une base de V.

20. Pour un vecteur propre u de f associé a une valeur propre A et k€ IN, ona f*(u) = A*u.Iciona:
X=x1++Xxr
et x1,..., X, sont des vecteurs propres pour f. Soit k € IN, en appliquant f* on obtient :
R = fra) + -+ R o) = AR + AKx,
de sorte que f*(x) € Vect(x1, ..., x,) = Vy. En particulier, pour j € [1, ], on obtient [fi='(x) € V; et :
fj_l(x) = A{_lxl + A{_lxr

1 A - ,1{—1

j-1
M 1 Ay - ,15—1

ouencore Matg(f/"}(x)) =| : |puis Matg(f/ ' (D))i<j<r =

j-1 P :
Ay 1 A - AL



21. Considéronsla famille 7 = (f°(x),..., f"~'(x)), cest une famille de r éléments de V, etdim Vy, = r
car (xi,...,X;) est une base de V. De plus :

1 Ay - ,1{—1
0 r-1 1 A2 /1571

detgz(¥) =detMatg(f" (x),..., f " (x)) = . :
1 A - A

On reconnait un déterminant de Vandermonde qui est non nul puisque 14,...,A; sont distincts. Par
conséquent, ¥ est une base de V.

22. Chaque vecteur x; appartient a V, et 7 est une base de V,, donc chaque vecteur x; est combinai-
son linéaire de x, f(x),..., f ~1(x). Comme F est stable par f, x, f(x),..., f ~1(x) appartiennent tous
a F et ainsi x; € F (comme combinaison linéaire d’éléments de F). On en déduit que x; € E;N F et
ainsi:

XE€E (ElmF)+---+(EpnF)
Ceci étant vrai quel que soit x € F, on en déduit que :

Fc(EynF)+--+(EpNF)
et comme l'inclusion réciproque est évidente, on a I'égalité :

F=(EnF)+--+(E,nF)

De plus, cette somme est directe (car la somme E; +--- + E, est directe), donc :

p
F=E(E;inF)
i=1

23. Comme p = n = dimE, I'endomorphisme f posséde n valeurs propres distinctes et ses sous-
espaces propres sont des droites, i.e. dim E; = 1 quel que soit i € [1, p].

24. Chaque sous-espace propre de f est une droite stable par f. Réciproquement, on sait qu'une
droite stable par f est engendrée par un vecteur propre (question 1) et est donc contenue dans un
sous-espace propre. Comme les sous-espaces propres sont de dimension 1, on a nécessairement
égalité : chaque droite stable par f est égale a un sous-espace propre de f. Par conséquent, les droites
stables par f sont les sous-espaces propres de f, il y en a donc 7.

25. Considérons F sous-espace stable par f et de dimension k. D’apres ce qui précede :

F=@FnE)
i=1

mais pour i € [1, n], E; est de dimension 1 donc soit F N E; = {0}, soit FNE; = E;. Sionnote I ={i €
[1,n] | FNE; # {0}} on a alors :
F=@PE;
iel
et comme la somme est directe et dim F = k, on a également card I = k. Réciproquement, il est clair

quesi I c[1,n], cardl = k et F = ®;cE;, alors F est stable par f et dim F = k. Les sous-espaces F
stables par f et de dimension k sont ceux qui s’écrivent

F=EPE;

iel
avec I c [1,n] et card I = k. Le nombre de ces sous-espaces stables est égal au nombre de parties de

[1,7n] a k éléments, c’est a dire ( Z ] .



26. Avec les résultats des questions précédentes et sachant que {0} et E sont stables par f, on obtient
le résultat suivant : les sous-espaces F de E stables par f sont les sous-espaces

F=@DE;
iel
avec I c [1,n]. Le cas I = ¢ correspond a F = {0}, le cas I = [1,n] correspond a F = E et lorsque

card I =1, on obtient les droites vectorielles stables par f. Le nombre de sous-espaces stables par f
est égal au nombre de parties de [1, n]], c’est a dire 2”.

Partie 3 Commutant

X
27. Pour |y eR3,ona:
z
X X 2x+10y+7z=0 x+4y+3z=0
v|eKerf <= A|ly|=0 <= X+4y+3z=0 <= < 2x+10y+7z=0
z z —-2x—-8y—-6z2=0 2y+z=0
X 2y X
X+4y+3z=0 X+z=0 _ € Vect(u)
2y+z=0 2yvz=0 ~—|Y|T[ YV | = |7
z =2y z

On en déduit que Ker f = Vect u.

28. OnaKer f # {0} donc'endomorphisme f n’est pas injectif, donc f n’est pas un automorphisme
donc A n’est pas inversible.

X
29. Onconsidérev=|1]€R3.Ona:
z
2x+10+7z=2 X+4+3z=1
fw)=u <= Av=u <= X+4+3z=1 <—=={ 2x+10+7z=2
—2x-8-6z=-2 2y+2=0
X+4+3z=1 x=3
2+z=0 z=-2
3
Lasolutionest v=1] 1
-2
X
30. Onconsidére w=|1|eR3.Ona:
z
2x+10+7z=3 X+4+3z=1
fw)=v < Aw=v <> X+4+3z=1 <—==<{ 2x+10+7z=2
—-2x—-8-6z=-2 2+z=1
z=-1
x=0

La solutionest w=| 1



31. Onpose B’ =(u,v,w).Ona:
2 3 0 2 3
detgz(@)=|1 1 1|=|1 1
-2 -2 -1 -1 -1

donc %’ est une base de R3.

32. Onaf(w)=0, f(vy=uet f(w)=vdonc:
01 0
N=Mat@r(f) = (0 0 1)
0 0 O

On a immédiatement yy = y 5 = X3 donc Sp(N) = Sp(f) = {0}. Supposons N est diagonalisable, alors
N est semblable a la matrice nulle donc N =0 d’o1 une contradiction. Par conséquent f n’est pas
diagonalisable.

33. Onsaitque A = PNP~!, Onadonc pour tout k € IN, Ak = pN*P~1, Par un calcul direct, on a
N3 =0 donc pour tout k=3, N =0 et AK=0.

34. Par définition, Cyy < .#3(R). De plus, I commute avec N donc C,, # @. Considérons M, M’ € Cy
etAeR,ona:

AM+M)N=AMN+M N=ANM+NM' = N(AM + M")

Ainsi, AM + M’ € Cy. Ceci montre que Cy est un sous-espace vectoriel de .#3(IR). Considérons
M= (mi]‘) €./%3(]R) :

0 mpy mp Myl My Mag
MN-NM=|0 Moy Moo | —| M3y M32 MmM33
0

msy  msz 0 0 0
donc:
My =mz; =mzy =0 my1 miz M3
MeCy <= mn=mp=msy <= M=| 0 my mp| <= MeVect(ls, N, N?)
nmy2 = Ma3 0 0 mii
35. Ona:

MeCy < AM=MA <= PNP 'M=MPNP! < NP 'MP=P 'MPN < P 'MPeCy
On poursuit avec Cy = Vect(I, N, N?) :

MeCy <= 3da,b,ceR, P"'MP = al + bN + cN?
<= Jda,b,ceR, M=aPIP '+ bPNP™! + cPN?P~!
<= 3Ja,b,ceR, M = al+bA+ cA?
<= M€ Vect(], A, A?)

On a donc C4 = Vect(Z, A, A%). Considérons une combinaison linéaire nulle :

als+ bA+cA?>=0



avec a, b, c € R. Autrement dit :
alz + bPNP™' + cPN*P™ ' =0
On multiplie a cauche par P! et a droite par P :

a b c
als3+bN+cN*=|0 a bl|=0
0 0 a

On en déduit que a = b = ¢ = 0. Ainsi, (I3, 4, A?) est libre. Cette famille est par conséquent une base
de C4 doncdimC4 = 3.
Partie 4 Systéme d’équations différentielles

36. Onnote que f est trois fois dérivable sur R donc g est dérivable sur R. Sachant que f® = f, on
a:

g=r+f"+fO=f+["+f=¢g

Ainsi, g est solution de I'équation différentielle (linéaire, homogeéne, du premier ordre) y' = y notée
(E2).

37. Les solutions de (E;) sont les fonctions g : ¢ — Ce” avec C € C.

38. Comme f + f'+ f” = Ce’, on en déduit que f est solution de I'équation différentielle (linéaire,
du deuxiéme ordre) y” +y' +y = Ce’.

Equation homogene )" + y' + y = 0. Equation caractéristique r> + r + 1 = 0 donc les racines sont j et
javec:

j= —1+iv3 _ Q213
2

Les solutions de y” + y' + y = 0 sont les fonctions :

yit— Aejt+Be7t

avec A,BeC.
Solution particuliere, recherchée sous la forme y : t — Ke’. On trouve que K = C/3 convient.
Conclusion. Les solutions de (E;) sont les fonctions :

. e C
f:teR— Ae/"+Bel' + gef, A,B,CeC
" En toute rigueur il faudrait étudier la réciproque.

39. On détermine le polyndme caractéristique :

-x 1 0 1-x 1 0
rax)=—-10 —-x 1|=—(1-x —-x 1
1 0 -x l-=x 0 =Xlo_cycuc
1 0
=x-D|1 -x 1
0 —Xlg v
1 1 0
=x-1D|I0 —x-1 1
0 -1 —X|Ly—L,~L,
Ly—Ls—L,

—x-Dxx+D+)=x>—-1



Le polynoéme y 4 est scindé a racines simples dans C, ses racines sont les éléments de Us c’est a dire
1, ], j avec j = e"/3. Par conséquent, A est diagonalisable sur C. Le polynome y 4 n’est pas scindé sur
R donc A n’est pas diagonalisable sur RR.

40. On note P € GL3(C) telle que P~' AP = D avec D = diag(1, j, j). On a alors :
(S) <= X'=AX <= X'=PDP'X < P'X'=DP7'X
Onpose Y =P 'X.Onaalors Y =P~ ' X et:

(S) <= Y'=DY

u(t)
Notons Y (t) = | v(¢) |, alors:
w(t)
u=u
(S) <= vV=jv  (§)
I ]w
Les solutions de (S') sont les fonctions :
u:t— ae’
vit— ,Bejt
Wt yel!

avec a, 8,y € C. Comme X = PY, les solutions de (S) sont les fonctions :

ael

X:t— P|pel’
yel!

avec a, B,y € C.’ Pour préciser les solutions, il faut expliciter P (inutile cependant de déterminer
P,

f
41. Sionprend X = | f' | alors : X solution de (S) <= f® = f <= f solution de (Ey).

fl/

42. On reprend la solution X trouvée a la question 40. On note p11, p12, p13 € C les coefficients de la
premiere ligne de P. On obtient que la premiére composante de X est :

t it jt
priae’ + propel’ + przye’

ce qui donne bien une solution de (E;) comme obtenue a la question 38.



