DM 5 pour le Vendredi 17 janvier 2025 PC’

Pensez a laisser une marge sur les copies, au minimum 5 cm. Le but de ce sujet est de montrer sur des
exemples comment il est possible d’obtenir des solutions de certains problemes par approximations
successives en utilisant des suites ou des séries de fonctions.

Partie 1 Premier exemple, avec des suites de fonctions

Soity €10, 1[. On veut déterminer s'il existe des fonctions u qui vérifient les conditions suivantes :
(i) u estde classeC! sur[0,1];
(i) u(0)=1;
(iii) Vx€[0,1], u'(x) = u(yx).
On notera que la condition (iii) constitue une équation différentielle mais elle ne rentre pas dans le
cadre étudié en premiere année et les méthodes de résolutions ne s‘appliquent pas.

1. Démontrer qu’'une fonction u vérifie les trois conditions (7), (ii), (iii) si, et seulement si, elle vérifie
les deux conditions (a) et (b) suivantes :
(a) u estcontinue sur [0, 1] ;
(b) Vxe[0,1], u(x)=1 +/ u(yr)dt.
(on dit que le probléme de d%part est formulé sous forme intégrale).

Pour u e C([0,1]), on définit une application notée Tu en posant :
X
Vxel0,1], Tu(x) = 1+f u(yt)dt
0

On admet dans la suite que ceci permet de définir une application :

T: C(o,1) — C([0,1D
0,1 —- R

u - X —  Tu(x)

Résoudre le probleme de départ revient donc a déterminer une fonction u telle que Tu = u. Le principe
est alors de définir une suite (uy) par récurrence en posant u,+1 = T(uy). On partde uy: x — 0 et on
définit donc :

X
VvnelN, Vxel0,1], un+1(x):1+f up(yt)de
0

2. Expliciter u, et u,.

n

X
3. Démontrer par récurrence que : Vrn e IN, Vx € [0,1], 0 < 141 (%) — up(x) < —-
n!

4. Démontrer que la série de fonctions Z(unﬂ (x) — un(x)) converge normalement sur [0, 1].
+00
On pose, pour x € [0,1], u(x) = Z (Up+1(x) — uy(x)).

n=0

5. Démontrer que la fonction u est continue sur [0, 1].

X
6. Démontrer que: Vx € [0,1], u(x) =1 +f u(yt)dt. Conclure.
0
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Partie 2 Deuxiéme exemple, avec des séries de fonctions (CCINP PC 2021)

Dans cette partie, on souhaite déterminer les fonctions f : 10, +oo[ — R vérifiant les relations :

' 1
Jim f(0)=0 et Vxelo,+ool, flx+1)+f()= (P)

Existence de la solution du probleme (P) et expression de celle-ci sous la forme d’une série de fonctions.
Pour tout k € IN, on définit la fonction ¢y : 10, +oo[ — R par :

(-Dk

Vxe ]0, +OO[, (pk(X) = (x+—k)2

7. Montrer que la série de fonctions Z @1 converge simplement sur ]0, +oo|.
k=0

Dans la suite, on note ¢ : 10, +oo[ — R la somme de la série Z Pk-
k=0

8. Montrer que pour tout x € 10, +oo[, ona @(x+ 1) + ¢(x) = =z
9. En utilisant le théoréme spécial des séries alternées, montrer que :

Z Prx)| <

k=n+1

Vx€]0,+oo[, VreN, _
(x+n+1)2

10. Montrer que la fonction ¢ est une solution de (P).
Unicité de la solution.

11. Montrer quesi f :]0, +oo[ — R est une solution de (P), alors pour tout € IN,on a:

n+1l - - Dk
Vx €10, +ool, f(x)=(-1) f<x+n+1)+Z( 17

12. En déduire que la fonction ¢ est 'unique solution de (P).

Etude de la solution du probleme (P).
Dans la suite, on étudie quelques propriétés de I'unique solution ¢ : ]0, +oo[ — R du probléme (P).

13. Soit € > 0. Montrer que la série Z @i converge uniformément sur [g, +ool.
k=0

14. Montrer que la fonction ¢ est continue sur ]0, +o0].

15. En utilisant le fait que ¢ est une solution du probleme (P), en déduire un équivalent simple de ¢
au voisinage de 0*.

16. Justifier que la fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et que'on a:

+00 2(_1)k+1

Vx€]0,+oo[, ¢ (x) = ];)W

17. En déduire que la fonction ¢ est décroissante sur |0, +ool.
18. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation (P), montrer que :

1 1
Vxell,+ool, — 2 <2(p()C) m

19. En déduire un équivalent de ¢ en +oo.



Correction DM 5 — CCP PC 2021 (partie 2)

Partie 1 Premier exemple, avec des suites de fonctions

1. On procede par double implication. On suppose que u vérifie les conditions (i), (ii), (iii). Comme
u est de classe C! sur [0, 1] (condition (7)), elle est en particulier continue sur [0, 1] donc la condition
(a) est vérifiée. Toujours en utilisant le fait que u est de classe C! sur [0,1] :

Vxe[0,1], u(x) = u(0)+[ u'(1)dt
0

Or u(0) = 1 (condition (i7)) et u'(t) = u(yt) quel que soit ¢ € [0,1] (condition (iii)). Ainsi :

X

Vxe[0,1], u(x) = 1+f u(yrde
0

et la condition (b) est vérifiée. Réciproquement, supposons que u vérifie les conditions (a) et (b).
Considérons la fonction v: £ € [0,1] — u(yt). La fonction v est continue sur [0, 1] comme composée
de fonctions continues. Dans ce cas, I'application x € [0,1] — fox v(t)dt est la primitive de v qui
s'annule en 0. On en déduit que u: x— 1+ f; v(¢)dt estla primitive de v qui prend la valeur 1 en 0 et
en particulier, u est de classe Clsur[0,1], u(0)=1et:

Vxel[0,1], u'(x) = v(x) = u(yx)

Les conditions (i), (ii), (iii) sont donc vérifiées. Par conséquent, on a équivalence entre les conditions
(a), (b) etles conditions (7), (ii), (iii).

2. Par définition :

X X
Vxe[0,1], ul(x):1+[ uo(yt)dt:1+f 0dt=1
0 0

X

X
ug(x)=1+f ul(yt)dt=1+f 1de=1+x
0 0

Ona:Vxe[0,1], yu(x)=1etux(x) =1+ x.

3. On considere, pour n € IN, 'hypotheése de récurrence :

n
FE(n) VX € (0,11, 0< ey (X) — 1y (x) < %

D’apres la question précédente, on a 0 < u; (x) — up(x) < 1 pour tout x € [0,1] donc A#(0) est vraie.
Soit n € IN et supposons #(n). Pour x € [0,1] :

X

un+z(x)—un+1(x)=1+f0 un+1(7t)dt—1—[0 un(Yt)dt=f0 (tn+1(rt) — un(yt)) de

Par hypothese de récurrence, on a:

(yon

VIE(0,1), 0 et (YD)~ unly) < =

etsachantquey€]0,1[,ona0<yt<tdonc:
n
Vie[0,1], 0< up1 (YD) —un(yt) < )



Par croissance de 'intégrale (avec x € [0,1], donc 0 < x) :

X n n+1

X X t X
0=f0 0dr< un+z(x)—un+1(x)=f0 (un+1(yt)—un(yt))dt<f0 Edt: —T

et A (n+ 1) est vraie. Par récurrence, on a démontré que :
xn
VnelN, Vxe[0,1], 0 < upi1(x) — uy(x) < —

4. D’apres la question précédente :
xt
Vxe€[0,1], Ve, |u,i1(x) — uy(x)] < —<— (indépendant de x)
n! n
| .
Ainsi, = est un majorant de |1, (x) — u,(x)], x € [0, 1].
n!
On sait que || 1,41 — Unlloo,[0,1] €St le plus petit majorant de |, (x) — u,(x)], x € [0, 1].
On en déduit :
1
lupse1 — un”oo,[o,u < =
n!
.. . 1
La série exponentielle Z — est convergente.
n

Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z l#n+1 — Unlloo,0,1) CONVerge.
Par conséquent, la série de fonctions Z(u n+1— Up) converge normalement sur [0, 1].

5. Il est admis dans ’énoncé que si u est une fonction continue sur [0, 1], alors il en est de méme de
Tu. Or uy est une fonction continue sur [0, 1] donc, par récurrence, chaque fonction u;, est continue
sur [0, 1] et chaque fonction u;+1 — u; est continue sur [0, 1]. Avec le résultat de la question 4, la série
de fonctions }_(u,+1 — u,) converge normalement sur [0, 1]. Par conséquent, sa somme u est continue
sur [0, 1].

6. Soit x€[0,1]. On a tout d’abord :

X X (+00
fo u(w)dr=f0 (Z(un+1(yr)—un(yt) dt
n=0

Or chaque fonction vy, : t — u,41(yt) — u,(yt) est continue sur [0,1] et :

gn 1
Vtel0,1], v, ()] = |un+1(yt) - un(yt)| < Yn' < pr (indépendant de x)

On en déduit que la série de fonctions ) v, converge normalement sur [0,1]. On utilise alors le
théoreme d’échange série intégrale sur un segment avec convergence uniforme :

X +00 pXx +00 X 1
fo u(yt)dt=2f0 (un+1(yt)—un(yt))dt=2(fo un+1(yt)dt—f0 un(yt)dt)
n=0

n=0

On utilise la définition de la suite (u;,) :

X +00 +00
fo uyde= ) (tns2(x) = thps1(0)) = Y (Ups1(X) — Up(x))

n=0 n=1

=u—(u(x) —up(x)) =u(x) -1



et ainsi:
X

Vxel[0,1], u(x) = 1+f u(yt)dt
0

La fonction u vérifie les conditions (a) et (b), donc elle vérifie également les conditions (i), (ii), (iii).
La fonction u est donc solution du probleme de départ.

Partie 2 Deuxiéme exemple, avec des séries de fonctions (CCINP PC 2021)

7. Pourx>0:

1

o] = (x+ K)F k—too k2

La série de Riemann Y 1/k? converge donc par comparaison de séries a termes positifs, la série
Y @k (x) converge. Ceci est vrai quel que soit x > 0 donc la série de fonctions }_ ¢ converge simple-
ment sur |0, +ool.

8. Soit x > 0, on réalise un changement d’indice :

D)+ (x)_+z°° (-DF ++Z°° (-DF _+Z°°(—1)k—1++z°° (-DF
¢ P L k12 G kE k2 = Gt )2
+00 (_Uk +00 (—l)k

=N TYE +,§O(x+ k)2

1
Onadonc| @(x+1)+@(x) = = -
X

9. Soit x > 0. Le théoreme étantt explicitement demandé dans I’énoncé, il vaut mieux vérifier soi-
gneusement ses hypotheses :

o (—l)k(pk(x) = 5 est de signe constant positif;

1
(x+ k)
’ |<pk(x)|= (x+ k)2 k—+oc0 0
e PourkeIN:

1 1

- <0 +k+1>x+k
x+k+1)2  (x+ k)2 carx .

|1 (0] = @i ()] =

On peut donc appliquer le théoréme des séries alternées a la série }_ @ (x) et en particulier la majora-
tion du reste :
1

+00
Z Pr(x) m

k=n+1

vneN, <|pna(0)|=

0.

10. Avec le résultat obtenu a la question 10, il ne reste plus qu'a montrer que ¢(x) "
X—+00

Méthode 1 : double limite et convergence uniforme.

On reprend la majoration de la question précédente :

1

< <
(x+n+12 (n+1)2

Vxe]0,+oo[, Vne N, (indépendant de x)

P =) Prx)
k=0




n n
Or ||p - Z 0y est le plus petit majorant de |p(x) — Z @r(x)], xe R** donc
k=0 [loo R+ k=0
H i :
P 2. Pk <
=0 Rt +1
Ona 0 donc par encadrement :
n+1 n—+oo
n
oL g0
k=0 oo, R+*
La série de fonctions ) ¢ converge donc uniformément sur ]0, +ool.

On ade plus:

(-DFk

VREN, et = 0 e

D’apreés le théoreme de la double limite :

0

@ (x)

X—+00

Méthode 2 : uniquement avec des encadrements. On reprend la majoration de la question précé-
dente, avec n=0:

Vx€]0,+ool, |(,0(x) —(po(x)| < G2 amy

Par théoreme d’encadrement, on en déduit :

0

@(x) —@o(x)

X—+00

Avec cette limite et le résultat de la question 10, on obtient que ¢ est solution de (P).

11. Soit f une solution de (P). Pour n € IN, on considere 'hypothése de récurrence :

. _ (_1ynt+l S i
A(n):Yx€0,+ool, f(x)=(-1) ﬂ“”lﬂﬂgo(“k)z

Comme f est solution de (P),ona:
1
Vx>0, f(x) = (D' fx+1)+ =

donc A#(0) est vraie. Soit n € IN, on suppose que #°(n) est vraie. On a alors pour x >0 :

_ e L (DF
fx)=(-1) f(x+n+1)+kz::0(x+k)2

;—f(x+n+2) + i (*
(x+n+1)2 =0 (x+k)?

—ﬂ+(—l)n+2f(x+n+2)+ Zn: ﬂ
C(x+n+1)2 = (x+ k)2

— (_1)n+1

) w2 ) n+1 (—1)k
=(-1 f(x+n+ )+k§0m



donc A (n + 1) est vraie. Par récurrence, :

_ (_1\n+1 3 (_l)k
VnelN, Vx€]0,+ool, f(x)=(~1) f“””“”,;o(x+lc)2

12. Soit f une solution de (P). Pour x >0,0ona:

n
fO=ED" fx+n+ D+ Y or)
k=0

Comme f est solution de (P) :

fx+n+1) 0

n—+00
De plus, d’apreés I'étude de la série de fonctions :
n
kg,o(l)k(x) ——¢(x)

Par passage a la limite dans I’égalité plus haut, on obtient :
f) =9kx)

Ceci est vrai quel que soit x > 0 donc f = ¢. On a déja constaté que ¢ est solution de (P) et ceci
montre que @ est la seule solution de (P).

13. Méthode 1: on a obtenu a la question 12 que la série de fonctions Y ¢ converge uniformément
sur ]0, +ool, a fortiori elle converge uniformément sur [¢, +oo|.
Méthode 2 : avec convergence normale. On a :

Vx € [e,+ool, VkeN, |pp(x)| = (indépendant de x)

<
(x+k)?2 (e+k)?
Onadonc:

1
98]0 6, 4001 < et 02

Or
1 1

t ) !

— ~ — e — converge

(€ + k)? k—+oo0 k? k? &

donc par comparaison de séries & termes positifs, Y 1/ (¢ + k)? converge puis ¥ ¢ converge normale-
ment, donc uniformément, sur [, +ool.

14. Chaque fonction ¢ est continue sur [¢, +oo| et la série de fonctions ) ¢ converge unifor-
mément sur [¢, +oo[. D’apres le théoreme de continuité, ¢ est continue sur [¢, +o0ol. Ceci est
vrai quel que soit € > 0 donc @ est continue sur |0, +ool.

15. Onapourtoutx>0:

1
px) = =z —px+1)



Comme ¢ est continue sur ]0, +oo[, on a ¢(x+1) — ¢(1) limite finie. De plus, 1/x? Sy +00.0n a
X— X—

donc:
(x+1= !
pix _x9>0 x2
d ()—1 (+1)—1 ! t ainsi :
onc<px—x2 p(x =2 xg()xzea si:
(%) :
Pix x—0 x2
16. Chaque fonction ¢y est de classe C! sur]0, +oo| et :

—2(-1k

Vx>0, VkeN, ¢/ (x) = ————
P =
La série de fonctions )_ ¢ converge simplement sur ]0, +co[. Soite >0.On a:

2 _ 2
(x+k)3  (e+k)3

Vxe[g,+ool, VkeN, |@f(x)| = (indépendant de x)

k OO,[E,+OO[ (E k)g

Or
2 2

(e+Kk)3 k—too k3

donc par comparaison de séries a termes positifs, Y2/ (e + k)® converge puis - (,0;C converge normale-

1
et ). 73 converge

ment sur [, +oo[. D’aprés le théoréme de classe C', ¢ est de classe C' sur [, +ool. Ceci est vrai quel
que soit £ > 0 donc (p est de classe C' sur 0, +oo[ et :

Vx>0 ’(x)—+2oo ’(x)—ioM
¢ _kzo(pk =1CR0k

17. Soit x > 0. La suite (2/ (x + k)3) k=0 est décroissante, positive et converge vers 0. Le théoréme des
séries alternées s’applique et, en particulier, la somme ZZZ‘(’) @} (x) est du signe de sont premier terme.
On a donc ¢’ (x) de méme signe que ¢ (x) c’est a dire ¢'(x) < 0. Par conséquent ¢ est décroissante
sur |0, +ool.

18. Soit x > 0. Comme ¢ est décroissante, ona:
20x+ D) <@px+1)+@(x) <2¢p(x)
donc:
1
2p(x+1) < =z <2¢(x)

On prend x > 1 et on applique la premiere inégalité en x — 1, on obtient :

2(p(.X') < W

On a donc finalement ! <2p(x) < 1 uis
na — < <—— :
x2 ¢ x—1)2 P

(

1
22 S PS5 Ty



1 2
19. Ona———— ~ — donc par encadrement:
2(x—1)% x—+o0 x?

p(x)

x—+00 x2



